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Analiza funkgcji
wielu zmiennych




Przestrzen wektorowa unormowana

X - R

- NorMa

1) x # 0:>M> 0, W: 0

2) ;<+§/ﬂs

3) aQH =|al

A+

Tw. Przestrzé unormowanaX ||[l ) jest przestrzeni

metryczm z metrylg ,0()?, §/) = H)? - §/H :

(norma indukuje metryke, ale

D: p: XxX - R, 0{0} metryka nie indukuje normy)

1) p(X,X) =
3) p(X,2) =
Przyklad:X

Tﬂ =0, 2)0 (X, YF p (v,x),

x=q=[ vyl [y-4=p o Gz

=R",| x= \/xf +X;+ .+ x° (dlugdswektora)




Pochodna czgstkowa

f:R"-> R y=1fX)=1 (X ,%X,...X )

Pochodna cistkowa pax, w punkci&

of f(X,eenX, O, - F &, X 10X, )

ax, 0T 5

Inna notacjaf, X )f, X )
Pochodg funkcja czastkowa pox, nazywamyudnkcje
przyporadkowujaca kazdemuX wartos % (X)

Pochodna czastkowg po xj wyliczamy tak samo, jak zwykig pochodng,
traktujgc pozostate zmienne jako state

f(X,y,z)=zsin(xy)
f.(X,y,2)=2zycosky ),f, ky zFzx cosy )f, Xyz F sing




Gradient

f:R" - R
Gradientem funkcjf nazywamy wektor pochodnychstkzowych, tj

(I (X) = gradf &):[af (X) of(X) o (Y)j

ox, 0X,  OX

Operator Nablﬁ:( SR i]
ox, 0X,  O0X

f(xy)=x+y? Of X)=(2x,2)




Interpretacja geometryczna gradientu

Kierunek najszybszego
wzrostu

f(x,y)=1-x*-y°
Of (%, y) = (=2x,-2y)




Pochodna funkcji ztozonej

f:R- R, g :R" - R,i=1,..k, posiadage pochodne
czastkowe w punkci y, =g, X ).

Oznaczamy(fog) X ¥ f ¢ X )...9. X))

Tw. Pochodna cistkowa funkcjif o g wynosi

0(fog)(X) -3 9(9) 09.(%)
0X; = 0y,  0X

=1k

Przyklad:
f(YLY) = ViY.+2y,, 9.@.8y)=a+B+y,.9,@ By)a’
of (y) _ of (¥) 99, , of (¥) 99, —(y, 42ty 2=+ @+ By)

oa ady, da oy, Oa
af(y) :-.. af(y) — nan
0)¢; 0y




dh(a(s,t).B(s.t).y(st)) _ dhda  oh B ohay

0s da 0s 0L 0s 0Jy 0s
oh(a(s,t),B(s,t),y(st)) _ oh da N oh 053 N oh oy
ot da ot 00 ot Ody ot

0k (f(X,¥),Y) _ 0k Of

0X of o0x
ok(f(X,¥),Y) _ 0k Of N 0K

oy of ody oy




| Pochodne czastkowe wyzszych rzedow

UOR", f:U > R, g_f (X) r@niczkowalna
)(i

Pochodna cistkowa drugiego kdu: aig—f X)= fxm =f

ji
J

2 2 2 2
o't ; O , agle wX.Wtedy I _ O :
0x0X;  0X,0%

Tw. WU istniep pochodne |
0x0X;  0X;0x

D: d(x,y)=f(x+h,y+k)-f(x,y+k)-f(x+h)+ f(x,y)
o(x,y)=f(x+hy)-f(xy), g Xy)=TKy+k)-TXx)y)

Z Tw. Lagrange'a o wartosci sredniéq, 6, 17, 7,1 (0,1):
P(x,y)=@(X,y+K)=@(X,y)=ko, (X,y + GkK)

¢, (X, y+6k)=f(x+h,y+6k)-f(x,y+6k)=hf (x+8Eh,y+6Ek)

D(X,y) = hkf, (X +&h,y + k)

Podobnied Xy F¢ Xx+hy Yy Xy ) ...

(X, y) = hkf,, (x+7,h,y +7kK)

= f . (X+8h,y+8k)=f (x+nhy+nk). Zciagloscf,, ky Ff, Xy )O




Macierz drugich pochodnych (hessian):
(9%f  9%f )

x>  oxoy
0°f 09°f
(0xdy  dy° )

Fi(xy)=

2 3
Pochodna cistkowa rzdu trzeciego: 0 ot X F o _ i
0x, 0X;0x 0%, 0X,0%

f:R° - R f(X,y,2)=X"+yx
f,=2x+y,f =x,f,=21,=1,=11,=0




Wzor Taylora dla wielu zmiennych

f:UOR* - R P =(x.Y,), Px+h,y,+k), PPOU

d’ f(x, y)(h,k) = Z( j%xﬁ (Ixa;/)hj k' - rézniczka rzedu j (dwa wymiary)

Tw. f ma cagle pochodne estkowe redun wU = 0680 (0,1):
1 n-1 n
(Py= 1)+ STRINK) | dF(R)NK) , d"F (% + 8, Y, +KENMK)
1! (n—-1)! n!
Dlad wymiarow in= 2 czlonbwf R™ - R , mamy

f(x+)=f(%)+ Za‘;;x) ZZa faﬁfaf(eh) ,

f:UOR® - R— d-wymiaréw
: .
d ,I:(X)(h): Z : J' a f(xl Xd)hlll hld, | +"'+id:j

ol ! 0X,"... 0X,"
(wzor Taylora taki sam, jak wej)




Przyklad:

3

f (x) =sin(x)cosky Y =x—xy— 2 N

Xy2+X3y_Xy3+ & +Xy4_7X?y2
2 6 6 120 24 12

1

1
0
-1 '.' o a_k&

.'. o =T S =¥~ ' rro
BR 0 g e
el T T T T L oy




Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Tw. (warunek konieczny ekstremum lokalnego)
Jezeli funkcja ma ekstremum lokalne w punkgje i méym

pochodne cystkowe, to——= (XO) =

0x
Dowaod: Ustalmyi , nagpnie rozwamy g(X) = f (...,.X_; X X ,q,--.)-
Funkcjag & ) ma ekstremum dta= X,; , a zatem z tw. o wkarun

koniecznym ekstremum dla funkcji jedremnienne; mamyd%ﬂ =0
X

( Xl 1’X Xx+1’ ) O]
0X

CO O0ZNhaCZa

f(xy)=x+y’
X% =0,v¥,=0
of (Xo: ¥o) _ Of (Xo’yo):O

0X oy




Forma kwadratowa to wytanie postaci

g(ﬁ):ihajhj (np. dlan= AP +y?—7°— 1X+ B )

i,j=1
Forma Iiwadratowa jest dodatnio okreslonaelie
Oh #0 g (ﬁ)> 0
a ujemnie okreslona, jel
Oh #0 g (ﬁ) <0.
Jezeli nie zachodziaden z tych przypadkow, to forma jest nieokreslona.

Tw. Rozwamy formg d* f ()?)(ﬁ) -7 (%) hh | niechf &) ma cigle pierwsz
J
| drugie pochodne w okolicy, oraz% =0. Wtedy jeel
%

a)dzf(?(o)(ﬁ)jest dodatnio okreslonafto magv  minimukeloe
b)dzf(io)(ﬁ)jest ujemnie okreslonafo maxyw maksimukaloe

c)d*f (?(o)(ﬁ)jest nieokreslona to nie max, ekstremum lokalnego




Minorem rzdu k macierzya r@u m nazywamy wyznacznik utworzony
z pierwszychk radow i pierwszychk kolumn tej macierzy:

A=

T

L)

Ay

A

Tw. Formag (1 = ha;h;, jest dodatnio okreslonazgé wszystkie jej minory $

dodatnieA > 0k= 1,2,m , a ujemnie okreslonaeje (-1)A >0,k =1,2,.m

Jezeli nie zachodziadna z tych dwdch sytuacii, to forma jest nieoknesl

Przypadekn= 2: W

2
yw >0, &1 Yo)
()4

0°f (%, Yo) 90°f (X Vo)

ox° oxoy

02 (X, Yo) 02F (%o Yo)|

oxoy ay°

> 0 - minimum

2
2)W >0, g f(x%, Yo) < 0 - maksimum

0X
3) W <0 - punkt siodlowy

4) W = 0 - brak rozstrzygncia

0f (%, Yo) _ f (X0 ¥o) _
0X oy



‘ minimum




Siodto: f(x)=2x2-y2+xy

Poszukiwanie ekstremow globalnych na obszarze dtykm:

1) znalezienie ekstremow lokalnych weatrau
2) inspekcja brzegu i "rogow"




Funkcje uwiktane

F(x,y) -ciagla, F x,y)= 0 - y=Yy &) - funkcja uwiklana

Tw: F(X,,Y,) =0, F ,F, -cagle wotoczeniuX, y, )F, X ¥, # 0=
1) Ue>000> 0xU K, -0 X, +o )Ujedyngyl Y,—€ Y,+& )E XY F

F, (X, y(x))
F, (X y(x))

2)y'(x)=-

F(X,y)=x"+y° -1, X, =V, = 1 rownanie okigu i punkt da nalezacy
XO 0 \/E

F=2x,F, =2y = y'K)=—-—.y % )=—1 - mamy "bez wysilku"

X
y
F(X,y)=2'x-x°y*+ (1-x%)siny, x =Yy, = 0 - nie da siodwiklag!
F,(0,0)=1# 0
2Y — 2xy* — 2x sin ,

) L y(0=-1

y'(x)=-

2'xIn2- 2x°y + (1- x* ) cosy




Wyprowadzenie 2)F Xy X 7 O,

Z tw. o pochodnej funkcji zlaney:

%F(X, y(x)) = R (X y)+y' (X)F, (x,y)=0

Ponadto > F Ky X ¥~ (F &Y}y £F, Xy )=
X dx
=F,+ 9 KB,y %B,+ ¥ JJF, =
F)O(—%ny+y"(( Pf_y-l_[llij F,= 0

F.F°—2F FF, +F, F’
=Yy "K)=-— Y Xy

3
Fy

Ekstremunmy X ).y X F & F = & vy 3(9;_&




Przyklad krzywej trzeciego stopnia: ¢ Kartezjusza

F(x,y)=x+y*-3xy=0

F, =3y’ -z 0= y°+y°- %% 0= y £ 2
(x,Y)#(0,0)0 (x.y)# §/4% 2)

2—
y':—FX:?’X2 3y:>y':O day=x"=x*+x°- &°
F, 3y -3
= x,=32,y,=94,
2 2
yre_FxFS 2R FF FRRE
Fy3

_ BBy - X))+ 6(X-F)F -} §(8°-8)

(3y* = 3’

= (po wstawieniu)y %, ¥, ¥ 0 - maksimum




Ekstrema warunkowe

f,g:R° -~ R
Funkcjaf ma w punkciex{ y, ) maksimum warunkoweelie
B0>00x,y: [KX)F+ ¢ -Yo) ¥oOg&ky)=0=>1f & Yo BT KY)

analogicznie: minimum .f x( y, 9 f x(y, )

9«

y

g(X,y)=0=>y=y(X),y'=-
f.g,- 1,0,

Rozwamy F(x) = f(x,y(X)) = F'(x)=f, +fy'=f -1, 9x =
9y 9y

= funkcja mae mig ekstremum gdy,g, = f, g,

Przyklad:f &y Fx+y,g ky Fx +y’ -1

1
warunek: 2= 2 ,—> -y, =t—
3/ 3( yO \/E




Metoda mnoznikow Lagrange’a

Tworzymy pomocnica funkcje ®(x,y) = f (X,y)—-Ag(X,y), gdzied nazywa ¢
mnaznikiem Lagrange'a lub czynnikiem nieoznaczonym hage'a. Nagpnie
znajdujemy ekstrema funkcepp tak, jakby zmienney biyly niezalezne.
Rozwiazujemy uklad rowna®, =0, ® =0,g K,y )= 0.

Dowod:® =f +Ag, =0, d =f +Ag, = 0. Eliminujc A dostajemy.g =1 g, .
X X X y y y xJy y <X

Dlan zmiennych k warunkdéw mamy n@gtijace uogolnienie:

DXy Xgr e X)) = T (X XKoo X ) HAG Xy X0 Xy P F AL KXo X, )

Szukamy ekstremum

0 P(Xy, Xpr oo X, )= 0 T (X X0 Xy WAD G K X0 Xy F - FA0G Xy %X, 00%, F O
Ponadtay, X, X, ,..%, ¥ O = 1k, colacznie dajea+k rowmanan+k niewiadomyc
(n zmiennychx k czynnikdw ).




Krzywe i rozciggtosci wielowymiarowe

®:VOR  ~UOR" ksn - homeomorfizm & I @ gijle),
U, V - otwarte. Wtedy U nazywamy k-wymiargyowierzchm
(hiperpowierzchni, rozchglosch, rozmaitosa)

O,
® man skladowych® . Ukladamy gradig @ w macierz® X r

[P

n

® jest homeomorfizmem regularnymzed LIx [V rzad @ '(x) = k.
Wtedy U nazywamy k-wymiaroavpowierzchm gladiq

k=0 - zerowymiarowa powierzchnia (punkty izolovean
k=1 - krzywa, linia

k=2 - powierzchnia

k>2 - hiperpowierznia




Przyklad:
T cost — sirt |
k=1n=2,U = (_E ’_)’(D:(sint] , P t( ] JtOU O rzad = 1-  luk gladki

1
t
k=1,n=2,U = (—1,1),CD:{\/?] Jt# 0 =/ sgnt)| — w= @ ' nie instniejez(sic)
2t

0.2 0.2 0.6 0.8




Krzywa domknieta gtadka:

d:[ab] - R

®(a) - pocatek,d (b)— koniec

®(a) # P(b) - homeomorficzna z przedziale
®(a) = d(b) - homeomorficzna z okregiem

RYS., str. 221




Krzywe stopnia drugiego (stozkowe)

Powstajq z przeciecia stozka ptaszczyzng:

Okrag, elipsa, parabola, hiperbola pmbo;d
aX2+2bxy+cy2+dx+ fy+g=0 ’
a b d
a b ¥
A=b ¢ f|,J=
b c
d f g
a dl |c f
| =a+c, K= +f krzywa A J ANl K
J J elipsa 20 >0 <0
parabola 0 O
hiperbola Z0<0
okrag=elipsaa=c linie przecinajacesi 0 O <0

linie przekrywajcese 0O O 0)

/

hyperbola




Redukcja do prostszej postaci:

Przez obrot mzemy se¢ pozby czlonu mieszanego

X'=XCcosp+ Yy sinp

y'=-Xsing+y cosp

Czlon mieszany wynosi wtedyx2y' d[€c )aps sgifb(cos ¢- sif@)]

| znika dla tg(Zo):CZ—ba dlx #a oraw% da=a . Po takorocie

mamyAx *+Cy *+ Dx + Fy +G = 0.
DlaA# 0, C # 0, czlonow liniowych pozbywamyesprzez transformagj
X"=x+D/A

2 2
y*=y+F/C X—2+y—2:1,a>b,c:\/a2—b2,e:§— Mimosroc
WtedyAx 2+Cy 2+G "= 0. &
4 <y a=b=r, xX*+y*=r°- okng
y =ax’, x=ay’ — parabola
x_y

=1, xy =c— hiperbola




C V4 V4
e=— mimosrod
a

o 3

| XF, |+ |XF, F Z&=const

Fi, F, - ogniska
a - potos wielka
b - potos mata







Hildae




| Catki eliptyczne (%)

dtugosc tuku elipsy
X=asin@, y=b cogp

J(dx)? +(dy)? = \/(;';] [SQ dg=+/a? cod g+ b? sifgdp=

\/az cos @+ @°—c?)sinfgdp= \/az—cz sifgd = a\/ te? sifgde
L(P) = aj\/l— e’ sin gy

d T
I 2(0. >~ F(k,%), k<1, F €)=F k) Calka eliptyczna: I rodzaju
v J1-K?sint g 2
jdga\/l K’ sifgp=E K,W), k<1EK):EK— II rodzaju
0

=K (h,k,¥) III rodzaju

O =y £

5 (L+ hsirr qo)\/l— k* sirfg

fR[I= \ Wi(z))dz, (1) W — wielomian stopnia 3 lub 4




Hiperbola |PF, |- |PF, |= 2= const

&




Parabola
X = 4ay’
e=1

\k }

e { : : '
B e ey directrix i

\\x\ ﬂjff;““__ A =—u L







A

directrix
X=—

i

directrix

x=alc

directrix
x =alc

Stosunek dtugosci czerwonych
odcinkow ukosnych do
poziomych wynosi e

directrix = kierownica




Krzywizna krzywej ptaskie;

rownanie stycznejwxg Vi, )Y-VY,=Y X X=X, )

Krzyway =y (x)

rownanie normalnej wx; y, ) (prostopadla stycznej): y-y, SN X=X,

y'(%)

")
y'(x)
Rozwazmy 2 punkty na krzywej,x; ¥, ) X ¥, Braz normalne w tych punktach

(jest tak dlatego, bp X(dtga , witg (a+g) = —ctgar = -

Y=Y, =— y(Xo) (X=X,), Y-V, = Y'(X1) (X =X,). Ich punkt wspdiny to
* 1+(§2 o) y () S (22 3(’0) y'(%,)
R e i O A LA M CARE €
X~ X X~ X
W granicyx, - x, dostajemy =X, - 1+>(/y(i):;)) y X, N =Y.t 1+ ;y()(::;))z
Odleglog tego punktu odX, Y, )tp:( Y (%)) , a krzywiznazalef. 1

1y "(%) | 0




© %
dzy — dt x, = XY ~ M X

Dla krzywej parametrycznex(t (y,t ()) man%g = 3:: :

dx* X (%)
r.stycznej —y, X=X )rx Y-yt )F O
r.normalnej— x k=x{ )}y, y-y()F O
2 2 2 2
wsp. srodka krzywizny- x =X t(9 X *H Y, Y =y@t)+ X * Y X,
X Ye ~ Yk XY = Yk

1 — |Xtytt_ytxt; |
3/2
P (x+y2)

krzywizna —

Krzywizna nie zaley od ukladu wspolradnych (translacje, obroty).




Parametryzacja kanoniczna krzywej (*)
(x(1), y(),z(1))

t
s(t) = _[dt '\/xt.2 +y.°+z.° - dlugos krzywej mierzona od,
S

S =X+ +27>0= ()
(X[t(9)], (9, 41(9]) - krzywa sparametryzowana kanomnie
dX _ X _ X, dy _  dz _

N A
2 2 2
~(2] (2] (3
ds ds ds
Dlad =2y =f (x)
kat stycznej do Ox:a =arctg f = da|_|da ox)_ ‘fxx‘z R
ds| |dxds| 1+f° /1+ fz2 p

Interpretacja: krzywizna jest pochagiangensa nachylenia krzywej po gauetrze
kanonicznym




Powierzchnie kawatkami gtadkie

Sfera Alexandra

Butelka Kleina







Catki wielowymiarowe




Definicja catki wielowymiarowe

Uogolnienie jednowymiarowej calki Riemannama waraw:
P=[a,b]x[a, b] x...x[a, b
IPF @ -a)d.0b,-4a,)

o=\(b-a) +...+ (b,-a,)

Dokonujemy podzialuin -wymiarowego prosibé

m=inf{ f(X: xUPB, M, ssup{f(x: xUP}

s=m|P|+.+m [R |, &M, P, 4+ +M, R |

Rozwaamy normalny §, — 0) ag podzialow

s =lims, — calka dolna, S= ling — calka gorna funkéji na posstcie P

n—- oo n - oo

Jeelis =S to wielkos te nazywamy wielokrotsp calka Riemanna

Notacja: [ dxdy f & y ), [[[dxdydzg % y z )




Catka iterowana

P=[a,b]x[a,b]
b, by by b,
j dy( j dx f (X, y)j, j dx( j dy f (x,y)] — calki iterowane

& a,

Tw. Fubiniego: Jeelif : P - R jest ciagla, to obie calki iterowaneyséwne

] a

calce Riemanna”dxdyf X(y, ).
=]

(analogicznie dla wkszej liczby wymiarow)

Przyklad:P = [0,1k [0, 2]

2

dy (xCy+ 2) :jldx(xzy2+2y :jldx(2x2+ Ay
0 2 0 3

H dxdy (x°y + 2) :Jl- dx[

P 0

i

y=0
1

oOtY——r oOotY—Nn

2 3 2
de Gy+ e [dy(TF +20) :_[dx(%+2):%+4
0 0

x=0




Catki po dowolnym obszarze

AOR"
{ f(x) dlaxOA
F(x) =
OdlaxOP \A
¢, [a,b] - R
A={(x y):asx<h @(X) <y<y (X} - zbior normalny wzgédem Ox

Tw. Jeelif : A - R jest cagla, to jest calkowalna, oraz

b w(Xx)

[[dxdy £ (x,y) =[x | dyf(x,y)
A a (%

Przyklad:
A={(x y):0<x<l 0<y<1-x}- trojkat

([ency ry= o T oy sy =] e L
A 0 0 2

24




Zastosowania catek wielokrotnych

V= LU dxdydz

A={(XxVY,2:XY,Xx=20,x+y+z<1}

X,y —ustalone= z< ¥ x-vy

X —ustalone, szukamy najgkszego maliwegoy: y< 1-x-1z,
poniewa najmniejsze= 0= y< %x

1 1-x 1-x-y 1 X 1
V:jdxjdy j dz:jdxjdy(l—x—y):jdx{(l—xz—
0 0 0 0 0

0

(1-x)’

Jest to tzw. objetdssympleksu. Wh  wymiaracl = il
n!

[+



Srodek ciezkosci

__ 1
X=—
|Al
_ 1
X =—
V'

Objctost bryly obrotowe) powstalej w wyniku obrott
regularnego zbiord wokol OX/ |= |nﬂ y dxdy
A

Reguly

Dla torusa\l § 2a 7r?

A

\Y

X dxdy y= l%l'” y dxdy — figura 2-wym.
A

[ x axaydz, _Z:lvim 2dxdydz - bryla
Vv

Qldina:V £ 2m A |,/7:|iA|jjydxdy ,

Podobnie dla powierzchni powstalej w wyniku obriotku mamy

B
ISI= 2#& L |, & = |%|j ydt - odleglosc srodkaxioci luku od osi obroti

Dla torus |S+ za 2




Pole powierzchni

z=f(x,y), (X, y)JA

ISE[ J dxdy\/ 1+ (g‘;j + [ng

Wzor wynika z konstrukcji przybtajacej powierzchrg rownoleglobokam

Przyklad:
f(X,y)=1-x-y
A={(xYy): xyz0,x+y<l}




Zamiana zmiennych - dyfeomorfizm

fOC'":R"0OU -V OR", homeomorfizm rgdu n
(bijekcja, pochodna odwracalrfa, f 1  agie)

¢ (b) b
Pamitamy,ze dla jednej zmiennej[ dy f y( 3 [dx f #[ x)18'(%), y=¢(x)
¢(a) a
Tw. ¢: X OR" - Y OR" klasy C
og,  0¢,
0%, 0X,
J(x)=]| : . : | #0 — jakobian przeksztalcenia
09, . 99,
0%, 0X,
Wtedy

[ o] Fay,dy, =[ [ FIEOOTTI0O0 A dX,, Y, = 6 Ky veeeX, )




Podstawowe uktady wspotrzednych

Wspotrzedne biegunowe (osiowe)

d: R - R
() X(r, ) :
o(r,p)=| *'|= , X=rCcosp,y=r sip
@) \y(r.¢)
_ r(x,y)
DX, y) = L= Xe+y? ,qozarctg
AX,Y) X
ox o
, or ad COsp -—I sinp
P'(r,@) = 3 7= .
ady oy sing r cosp
or 0d0@
cosp -r si
J=|" =t Jaxady f Xy 3[rardef x(x(@ ¥.r@))
sing r cosp

Homeomorfizm regularny diaz Oad ® '= 2. Dlar = O jest osobliwdsbo w tym
punkcie nie mana okresk kata




Przyklady:

dxdy

xyR

e j
X2 +y2<R?
| =lim |

iyl

R
e Y dxdy = j e rdrdg= 277_[rdre‘r2
’<R? 0

00 00 2 00
" aye” :(j dx e] = [dxe™

j rdrdga j jzndgo R2r

Jrr

e[

r=0

_p2
=Jr—Je



Wspodtrzedne eliptyczne
X = ar Cosy
y =brsing

2 2
X
#Y =r2

2 = abr

Wspotrzedne walcowe (cylindryczne)

y=rsing
Z=12
J=r

Liniowa zmiana skali
X =ax'
y=hy’
Z=CzZ
J =abc




Wspotrzedna sferyczne (kuliste)

®:R - R

X =rsind cosp

y =rsiné sing

Z=rcosf

@[O0, 1] - kat osiowy(szerokasgeoqgr.),
@U[0,2m) - kat biegunowy (azymutalny, dlugégeoqgr.)

sindcosp r cog cog —-r St s@
®'=|sinfdsing r co¥ siwp r S cas
cosf —r singd 0
J=r’sin@
r=0=rz®d'=1- w srodku kuli nie mima okresk katow
6=000=m=rz®'= 2- na biegunach nie tnta okrelt kata ¢




Przyklad:
Objetost kuli

= Ox==-
3 3

V = m dxdydz:derIdQZJ:dmzsinB:Jidrjd cosezquaz:

X2 +y?+z2<R? -1 0

(d cosf = - sirgd@ )

Srodek a¢zkosci polkuli:
_m Z dxdydz

X2+y;;-%2<R2 1 R 7/2 27T ,

= j_” dxdlydz = 2 3!dr !} dé’_[) d@“sin@r cod =
x2+y§:62<R2 3
3 .7 T 3 R'1 3

— ZHR3£dr£d0039£d¢r3 cod = I Zr:—SR




Rownania prostej i ptaszczyzny

prosta o kierunk@ 1 natgcym do niej pinkcieX, :
X(t) =X, +ta

plaszczyzna o wektorz do niej prostdiyen i nalezacym do
niej punkcieX, : X—-X, )Ja= 0




Ptaszczyzna styczna

Plaszczyzna styczna do powierzchni gtadkiej o rownaniu f(x,y,z)=0
dana jest rownaniem

O %0 Y0rZ0) 1y _ y §4 M Ko¥orZ) (g y 1 I KeYoZd 5y

0X oy 0z
Wektor 0t (%, Yo, 20) ,af (X0 ¥0,2o) ,af XoYoZo jest prostopadly do
0X oy 0z

powierzchni w punkcieX Y, z, ). Prosta prostopadla dwiprzchni w ty
punkcie ma w4c rownanie parametryczne

00 Y0r20)y 4y I XoYoZo)y O KoYoZolyy
0X oy 0z

Dla sferyf = x* + y*+ z°— R?,wic prosta prostopadla ma réwnanie
(2X0t +Xoo 2yt Yo, 224+ ZO)




Elementy analizy
fourierowskiej




Szereg Fouriera

f:[-mn - C

funkcja calkowalna z kwadratem modullﬂ[: dx|f x K ) (przesti)

1) uklad ortonormalny funkcjigg —Hmrm } C

j g, ()R(X) =

2) ukladg ) jest zupelny, tj. kazda funkcjez  mazapisac jako
szeregf X ¥>.~ c.@ X )

j dxgg, (X)f (X) = j dxg, (0D ca(0=" c, j dxg, (X (%)

- Z_m Cndmn = C




W szeregu Fouriera, x(g\/_

" x0 —fr 77, ] (ortonormajny

f(X)= \/_Zce (c +Zc '”Hic_ne-imj:

%(CO +;(Cn +C_n) (emx _I_ze |nX) +;i(cn ) ( |nx _ |nX)] _

a, +Z.0:an cos.nx+ibn Simx
1 1

(szereg F. z funkcjami sin i cos)

17 17 15 .
=— | dxf(x), a =— | dxf (x)coanx, b =— | dxf Simx
a 277-'[7 (), a, ﬂ_jﬂ (x) n ﬂ_jﬂ «)




_ Przyklad:
f(x)=sgnx),xd [+ /7] (niecagla!)

a =0 n=012,..
17 2 ¢ 2 i n - nieparzyst
b == j dxsinnx = —jdx sinnx = ~— cos|," =4 nir’
Nn77r
| 0, n- parzyste
’ h w punktach nieciagtosci
1 Srednia arytmetyczna
wartosci po obu stronach,
W=z0l N=1001 tutaJ (1 1)/2




Dlaf :[a,b] - C rozwinigcie Fouriera ma posia

N77X

f(x)= a0+2ancos—+2b sin—-— =

gdzieT:b;Za , oraz
1 b
=— | dxf (Xx),
o

15 N77X 1° . N7TX
== | dxf(x)cos—, b, == | dxf &)sin— , 16> O
p Ot (9cos== by = Jaxf ()sinT= 6

Uwagi: Podobnie jak w rozwinigciu Taylora, rozwiniecie Fouriera reprezentuje
dana funkcje z pomocg (nieskonczonej I|czby) wspotczynnikow.
Reprezentacja funkcji jest wiec nieskonczenie wymiarowy wektor (cp).
Kazda funkcja catkowalna z kwadratem ma rozwiniecie Fouriera.




00

_ 1 - -
f (%) == Y c.e™, g(x):% S d.e™

n=-—c

[ERCECED AN




Transformata Fouriera (ciggta)

Rozwamyf :R - C, dla ktc’)rejD_[ dt\f (D (przestrae.,).
Transformad Fouriera funkcjf nazywamy

(@) =—= [ dte™f (1), wOR
27T =

T

Wlasnosci:

1.f(w) jest cagla

2.9)=f (t-a)= §w)=€ef (W)

3.9(t)=f (t/a) = §(w) = af (aw), a>0

4.f -raniczkowalnaf 0L = £ @ F wf @ )




Splotem funkcjif ig nazywamy

(f*a)(y) = [ axf(y=x9(%
Tw. [ *g)(a) = T() §(.

Odwrotna transformata Fouriera:

f(t):%ojdwe‘“f(w), tOR

Rownos Parsevalaf dt f* t(@t(¥ [ dwf™ @@

f )

ROwNGst PIanchereIa:J' dt |f t(\z): J'da)




[co=( 260 4=in (23] fE] exp (-T2 (210720 [co=(ZE)4=in 23t (8]l exp ("2 (2100727

Dl TIRIRIRIE RN
| : | f
f :|--5:' |1 :|--5:'
- h'l-l'n"-l"ﬂuillllu 1 |‘l".-IIII'Iliﬁ.l'!l._._.--.___ L = \ , [
-0 T -F 1L [ il z 210 —anl || [HAd [ [ Lk [ 140 211] i
E'I-:I.E|:- I"I Ll LII I-I LJ L.|—|]_H:- FRIEE LI Lnl i
| —15— | -1
-1 _5_| | -1 EET I |
,  1z.5F 1z 5
10k Re 100
7.5 75
| 5 50
k z_EE i
-3 -z z g -3 -z z g
-1 -z
st Im -50

sygnat czasowy — widmo czestosci

rozmycie szerokosci od skoﬁczonego zakresu w t




Transformata Fouriera funkcji Gaussa

t2

f(t)=e 2, f(w):f j dte 2’

d : (I T
— f(w)=—— | dte 22" =—i — | dte 2'te™* =
dw () \/277_J \/ZITJ

2 @™ t2 00 t2
la —d _ — A
== j dte 2° — g™ = —aza)j dte 22°e™* = —a’wf (w)
N 21T dt J
a’af
Rozwazanie:f W)= Ce 2 (szerszy sygnat, wezsze widmo)

_a%af

0 2 - 2 )
C:f(0)=ijdte2a2:@jdue'“ —a= f(w)=ae 2

Jarm °, Jorr




Rownania rozniczkowe




Definicje, klasyfikacja

Rownanie raniczkowe zwyczajne ma ogalmposta F (x, y(x),y'(x),...)= 0, gdzie ..
oznhacza mazliwos¢ wystpienia wy:szych pochodnych. Zmienxa jest zmignn
niezalena, ay (x)jest szukanfunkcja. Rzad réwnania to najwiszy rzad pochodne.
W szczegolnosci, rownaniezidiczkowe rzdu pierwszego ma poste (x,y,y )= 0.
Rownanie raniczkowe czstkowe ma ogokpposta

X )?y(><g)-(;-,xn),_._’0y(><3;(-n--,xn ),__): 0

(rownaniami czstkowymi nie bedziemy sizajmowa)

F (X, X, X Y (X e

Uklad rowna rozniczkowych zwyczajnych na  funkgji x( ) ma pasta
|:i(x’ yl(X)""vyn (X)1y1 I(X);---,yn lé( ),): O, | = 1,n

Model fizyczny/ekonomiczny/meteorologiczny .- rzmeczkowe




Przyktad: oscylator harmoniczny

F(t,x(t),x(t),X())=0- r. mechaniki
f =ma— prawo Newtona

—kx(t) = mx(t), k, m> 0, X =« — oscylator harmoniczny
m

X(t) = —arx(t) — r. ré&zniczkowe do rozwizania

X(t) = Acos(t )+ B singtt )= ogolna postaozwiazania

Sprawdzeniex t( ¥ —Aw sin¢ HBw cosf ¥t @-wxt ()

Warunki pocztkowe:x t)=x%,, X )=v, - A=X, Bw=V,

X(t) = X, cos(at )+ﬁ singd )= rozwgzanie spelniace war. pocztkowe
w

rll |

SIWAWAWAWAY
SN U T

i L




Przyktad: rozpad promieniotworczy /
wzrost populacji

dN(t) _
at

(ubytek na jedn. czasu proporcjonalny do liczbyraiw)

Rozw.:N ¢ )= N, exptAt - liczba nierozpadlych atom po czasie

A - =/

N(t) = N,expAt)— populacja w czaste , prawo wzrostu Madih

Bardziej realistyczne rownanie: a3

dN (t)

“AN(t), A>0

= AN()[L- N(t)/N], | /

x=N/N" = Xx=Ax(1-X) e
(nieliniowost!)




Rozwigzanie rownania populacjd(= 1):

_X:x(]_—x):>j :_[dt:>In

X_

Lll:t+C:>
X_

LJJ:exp(HC):

1
1-C'expft)
1
1417 %
Xo
1+1;0X°exp(—t)¢ 0= expft );txoiil:t;t— I{ % j X, O €oo .01 (T

X,—1

‘1—%‘:exp(—C)exp6t > rézc expt ¥ X t( ¥

war. pocatkowy: x(t, = 0)= x, = 1—% =C'=xt)=

exp(t)

(wt:—ln[ % josobliwoé)

X, —1
X, =0=x(t)=0
[Ox, Z0:lim,_ x(t) =1




Ogolne uwagi i twierdzenia

Rozwizaniey ) r.r. nazywamy calle.r., a wykres X y X )) krzyw calkows.
Calka ogolna rownania ¢du pierwszego jest postacix (=)f x C, ), gdzie C
jest stad. Stah t¢ wyznacza sl z warunku poczatiwegoy, = f &, C ).
Rozwiazanie osobliwe to rozweanie, ktorego nie nima uzyské z postaci x CJ
dlazadnej wartosci C.

Przyklady—z/_:> \/7 1:>(\/§)‘: ., y=x+C x+C= 0

2
_[(x+C)?, x=—-C
y(x)_{o, x < —C

y(X) =0-rozw. osobliwe




Jednoznacznosc¢ rozwigzan

Tw. (0 jednoznacznosci rozgaan) R. postacy = f Xy ),
f(x,y) 11, (X Yy) clagle w pewnym otoczenix(y, 3
[lotoczenie x,—a X,+a ), w ktorym jest okreslodakladnie
jedna funkcjag X ) o wlasnocibcg'(x)= f (X,@(X)), X, )=Y, -




Rownanie o zmiennych rozdzielonych

p(Y)y'(x) =a(x) = p(y)% =q(x) = p(y)dy =q(x)dx = | p(y)dy = [ q(x)dx

P(y) = | p(y)dy, Q) =[d(x)dx, P)=Q&)C,C- pewna stala

Rozwizanie jest dane w postaci uwiklanej!

. d — — :ﬂi —i =V' — =
D: &(P(Y(X)) Q(x)-C) dxdyP(y) de(X) y' p(y)—a(x)=0

Przyklad:

2 dy(t) 2 y3 t? 3.,
P ot yidy=tdt =L =—+C= y=3g212+3C
y dt -y 3 2 y 2
1 3 2 1
C :3C,y:,3/§t +C

3 2 '
Warunek pocgtkowy:y(t,) = y, = % = t_; +%

3
= y= {300 y;

Z nieskaczonej liczby rozwjzan z parametrem C warunekgzatkowy wybiera jednc




Rozwigzanie rownania populacjd(= 1):

_X:x(]_—x):>j :_[dt:>In

X_

Lll:t+C:>
X_

LJJ:exp(HC):

1
1-C'expft)
1
1417 %
Xo
1+1;0X°exp(—t)¢ 0= expft );txoiil:t;t— I{ % j X, O €oo .01 (T

X,—1

‘1—%‘:exp(—C)exp6t > rézc expt ¥ X t( ¥

war. pocatkowy: x(t, = 0)= x, = 1—% =C'=xt)=

exp(t)

(wt:—ln[ % josobliwoé)

X, —1
X, =0=x(t)=0
[Ox, Z0:lim,_ x(t) =1




Jednoparametrowe rodziny

krzywych
R. populagji
X=X1-Xx)
X(t) =
140 expet)
Xo
¥

o T e T v R
rff J T @ = M 4

e

y'y =t
3':2
y(t) = 37"' Yo



Rownania sprowadzalne do rownania
0 zmiennych rozdzielonych

y'= f (ax+by +¢) R. jednorodne wx Y
u=ax+by+c ,

=axrby+ y(x):f(lj
u'=a+by'=a+hbf (u) X

y

ul
ux) ==, y=ux,y'=u'x+u
X

=1
a + bf (u)

u'x+u=f(u)

! :1, f(U#£u,x£0

f(uy—u x




