Wyklad V Podstawy fizyki kwantowej

Rownanie Schrodingera

Operator enerqgii Kinetycznej

Poniewaz w mechanice klasycznej energia kinetyczna T wraza si¢ przez ped p
2 A2
jako T = 2p_m operator energii kinetycznej definiujemy jako T —s—m
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Dygresja matematyczna - przemiennos$¢ i nieprzemiennos$¢ operatorow

Mamy dwa operatory A i B. Jesli VweV ABy=BAy, to mowimy,
ze operatory A iB ko mutuja, s3 przemlenne Jesli  natomiast
Jy eV AB(//;t BAy/, to moéwimy, ze operatory A i B niekomutujg,
s hieprzemienne.

Komutatorem operatorow A i B nazywamy taki operator [A,B]=AB-BA,
ze Vy eV [ABly =ABy —BAy.Gdy A i B komutuja, to [A, B]=0.

Twierdzenie: Przemienne operatory maja ten sam zbior wektorow wiasnych.

Operatory energii kinetycznej 1 pedu komutujg, wigc majg te same funkcje
wlasne, czyli fale plaskie. Poszukujemy warto$ci wiasnych T .
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Czyli warto$¢ wlasna operatora energii kinetycznej T odpowiadajgca fali

2
plaskiej ¢, (r) jestrowna T =§—m.

Poniewaz operator p jest hermitowski, hermitowski tez jest operator T .
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Operator enerqgii potencjalnej

Dzialanie operatora energii potencjalnej V definiujemy jako
Vy(tr)=VEny(tr),

gdzie v(t,r) jest klasyczng energiag potencjalng. Poniewaz klasyczna energia
potencjalna jest rzeczywista, V jest hermitowski. Istotnie

W Vy,) = [drp GOV E Ny, 1) = [dr (V@ ny, @0) v, 61 = Vyy,).

Problem wlasny operatora V, czyli rownanie V(t,r)w(t,r)=Vy(t,r), gdzie
V jest liczbg - wartos$cig wlasng, jest zdegenerowany: nie ma rozwigzan, gdy
klasyczna energia potencjalna V(t,r) zalezy od t lub r i ma trywialne

rozwigzanie, gdy V(t,r) nie zalezy ani od t, ani od r - wtedy dowolne funkcje
w(t,r) sa funkcjami wlasnymi.

Operator energii catkowitej - Hamiltona

p® hA

H +V =—
2m 2m

+V(t,r)

Poniewaz operatory energii kinetycznej 1 potencjalnej s3 hermitowskie, operator
energii calkowitej - hamiltonian - tez jest hermitowski.

Rownanie Schrodingera (1926)

Funkcje falowe sg rozwigzaniami rownania Schrodingera

ow(tr) 4
ih———==Huwy(t,r
p w(tr)

Separacija zalezno$ci czasowej 1 przestrzennej w rOwnaniu Schrodingera

Poszukujemy rozwigzan rownania Schrodingera w postaci w(t,r)= f(t)e(r),
zaktadajac, ze V(t,r)=V(r) tzn. energia potencjalna nie zalezy od czasu.

Poniewaz ihﬁwé(:’r) =in af;[t) o(r) oraz
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+V (f)J fo(r) =1 (t)[—;l—mA(ﬂ(r) +V (r)qo(r)j mamy
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Dzielgc stronami rownanie przez y(t,r) = f (t)o(r) dostajemy
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in o) 1 [ n*

f(t) ot @)\ 2m
Lewa strona zalezy tylko od t, a prawa tylko od r, zeby wiec byty sobie rowne,
lewa i prawa strona muszg by¢ rowne statej, ktorg oznaczamy E.
Otrzymujemy dwa rownania

Ap(r)+V (r)¢(r)J =E

G AO_g L AO_ LBy o fpy-e
f(t) ot ot h

1 h? A
_[——A¢(r)+V(r)¢(r)j=E = He(r)=Ep(r)
p(r){ 2m

Jesli energia potencjalna nie zalezy od czasu, rozwigzanie rGwnania
Schrodingera mozna przedstawi¢ w postaci

-Et
pt.r)=e " o(r)
gdzie ¢(r) spetnia tzw. rozwigzanie rownania Schrodingera bez czasu

Ho(r) = Eg(r)

czyli jest funkcja wlasng operatora energii H z warto$cig wlasna E.

Rozwiazania stacjonarne rOwnania Schrodingera

Jesli obliczymy kwadrat modutu funkcji falowe;j
(Et Et Et

w(t,r)=e " o@r), to ptr)| =y trwtrn=e" o (e " o) =|pr).

Jakkolwiek funkcja falowa zalezy od czasu, kwadrat modutu funkcji falowe;j jest
Et

niezalezny od czasu, jest stacjonarny 1 w tym sensie rozwigzanie (t,r)= e o(r)

jest stacjonarne.

Kombinacja lintowa rozwiazan stacjonarnych

Jesli wy(t,r) | w,(t,r) sa rozwigzaniami stacjonarnymi rownania Schrodingera,
to kombinacja liniowa tych rozwigzan, czyli w(t,r) =cy,(t,r)+c,w,(t,r), gdzie
c,,C, sg liczbami, tez jest rozwigzaniem rdéwnania Schrodingera, co wynika

Z liniowosci tego rownania. Jednak kombinacja liniowa rozwigzan
stacjonarnych nie jest stacjonarna. Aby to wykazaé, przyjmujemy, ze

Ett Ejt

wi(t,r)=e " @ (r) oraz w,(t,r)=e " ¢,(r) i obliczamy |y (t.r)[ :
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—y (6w () = (1) + oy, 1) eiw (1) + oy (1) )=

w(t,r)
{Eit

Elt Ezt Et
(Cl e "op(r)+c,e " o, (r)J[Cl e’ ¢ (r) + Cz "o, (r)J =

_i(E=Ep)t

|C1 §01(r)| |C2 ?, (r)| +2 Re(c Cz "og(r) ¢;(r)J

Jaki widacd, |1//(t,r)|2 zalezy od czasu.

Rozwiazania swobodnego rownania Schrodingera

W przypadku czastki nieoddziatujacej - swobodnej - operator Hamiltona ma
postaé operatora energii kinetycznej H =T . Funkcjami wlasnymi T sa fale

2
plaskie ¢, (r) z wartosciami T :5—:E. Rozwigzanie swobodnego rOéwnania
m

Schrodingera ma wigc postac

i Et—pr
h

vtn)=—e

Zgodnos¢ warunku unormowania z rownaniem Schrodingera

Rozwigzania rownania Schrodingera majg by¢ unormowane tzn. maja speiniac
warunek  [d°r|y ()" =1. Rozwigzania réwnania swobodnego spelniaja ten
warunek, zachodzi pytanie czy w ogolnosci warunek unormowania jest zgodny
z roOwnaniem Schrodingera. Problem sprowadza si¢ do pytania, czy catka
I d°r ()| jest rzeczywiscie niezalezna od czasu. Rozwazmy w tym celu

oy, r)}

wtn)+y (L)

—jd rw(.n)’ :—_[d ry’ Nyt =[d’ r[a'/’ (L.r)

Réwnanie Schrodingera daje nam

owt,r) i oy (t,r) i :
———*=——Hy(,r) Otraz ——==—H t,r) wiec
p - w(t,r) o - y (tr) wig

Sl el =< o' [y nven -v @nRvEn]- HRrp - Ayl =o.

Ostatnia rowno$¢ zachodzi ze wzgledu na hermitowskos¢ halmitonianu.
. . . 2 . o . . . r .
Widzimy, ze catka J'd3r lw(t,r)|" nie zalezy od czasu, wigc rozwigzanie réwnania

Schrodingera zawsze mozna unormowac.
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Roéwnanie ciaglosci 1 prad prawdopodobienstwa
Obliczamy

§|1//(t,r)|2 :g('ﬂ*(“)l//(t,r)):WT(t’r)y/(t,r) “t, r)a‘//(t 10)

Zaktadamy, ze funkcja falowa w(t,r) spetnia rGwnanie Schrodingera, co daje

ow(tr) i _ i _n*A
T_ hHl/l(t!r)_ h( om ) Jl//(tir),

DLy (= i( 2 r)}/x tn),

gdzie przyjeto, ze V(t,r)eR. A zatem
§|w(t,r)|2 :%&‘Z_ﬁ“’“ r)jw . r)}u(t r)——t// . r)[—’;—rjwa r)}y(t r)

:—Zi—hm[(Ay/*(t,r)),y(t,r)—y/*(t,r)At//(t,r)]=—2|—mV[(V ) A R AANAL A

Otrzymane réwnanie mozna zapisa¢ w postaci

0
—P(t,r)+VS(t,r)=0
" (t,r) (tr)

P(t,r) z|gy(t,r)|2 - gestos¢ prawdopodobienstwa

S(t,r) = % [(V v (t, r))w(t, N—y (t, NV, r)] - prad prawdopodobienstwa



