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1 Hintergrund

Beziiglich der Interpretation der neu entwickelten Quantenmechanik war die Wissenschaft
Ende der 1920er in zwei Lager gespalten. Auf der einen Seite standen die Vertreter der
Kopenhagener Deutung von 1927, auf der anderen deren Gegner.

Die wesentlichen Aussagen der unterschiedlichen Positionen:

Befiirworter:

e Raum-Zeit-Darstellung und Forderung der Kausalitédt sind komplementéare Eigen-
schaften der Beschreibung durch Beobachtung (Komplementaritét).

e Das Beobachten von Quantensystemen ist verbunden mit einer Interaktion des Sys-
tems mit dem Messapparat, welche nicht kontrollierbar ist. Messergebnisse konnen
deshalb nur statistisch vorhergesagt werden (Wahrscheinlichkeitsinterpretation nach
Born).

e Der statistische Charakter der Quantentheorie ist im Gegensatz zu klassischer sta-
tistischer Phénomene indeterministisch.

e Die Quantenmechanik ist als Theorie nicht unvollstdndig und beschreibt keine neue
Wirklichkeit.

Auffassung von Bohr: Die Eigenschaften eines Quantensystems hingen auf fundamen-
tale Weise von experimentellen Gegebenheiten ab, insbesondere von den Bedingungen der
Messung selbst.

Gegner:

e Die Quantenmechanik ist nicht in der Lage die Realitéit unabhéngig vom Beobachter
auf exakte Weise, sondern lediglich statistisch vorherzusagen.

e Diese Nichtrealitat weise auf die Unvollstiandigkeit der Quantenmechanik hin.
e Vorschlag der Vervollstandigung der Theorie durch “verborgene Variablen”

Auffassung von Einstein: Eine vollstdndige Theorie miisse in der Lage sein die Rea-
litdt unabhéngig vom Beobachter exakt zu beschreiben. Das Experiment fungiert dabei
als Spiegel der Realitét.

Einstein storte sich am statistischen Charakter und der Nichtrealitdt der Quantenmecha-
nik und versuchte deshalb deren Widerspriichlichkeit anhand eines Paradoxons zu zeigen,
um daraus auf ihre Unvollstandigkeit zu schlieSen.



2 Begriffskldrung “Verschrinkung”

Ein verschriankter Zustand bezeichnet eine Zusammensetzung aus zwei Quantensystemen
(Uberlagerung), welche sich nicht als Produkt reiner Zustéinde der Systeme schreiben lisst.
Seien A und B Quantensysteme mit den Hilbertraumen H,4 und Hpg. Sind die Systeme
nun im jeweils reinen Zustand |V)4 bzw. |®)p gegeben, so ist der Zustand des zusam-
mengesetzten Systems ebenfalls ein reiner Zustand und gegeben durch |¥) 4|®) 5 auf dem
zugehorigen Hilbertraum H4 ® H . Reine Zustédnde lassen sich nach den Orthonormal-
basen {|n)4} und {|m)p} der Hilbertraume entwickeln:
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Der aus zwei reinen Zustdnden zusammengesetzte Zustand lasst sich wie folgt schreiben:

(V) a|®)p = (Z an!n>A> (Z bm\m>M> =D anbuln)alm)s

Ein allgemeiner Zustand auf dem Hilbertraum H 4 ® H,4 ist gegeben durch die Form

|X> = Z Cnm|a>A|b>B

n,m

Einen Zustand |x) bezeichnet man als separabel, wenn sich die komplexen Koeffizienten
Cnm des Zustandes faktorisieren lassen, sodass ¢, = a,b,, gilt. Andernfalls spricht man
von einem verschriankten Zustand. Verschriankte Zustdnde lassen sich demnach nicht als
Produkt reiner Zustédnde auf den jeweiligen Teilhilbertramen darstellen.

Beispiel:
Singulett Spin-Zustand

1
V2
und ebenso folgender Triplett-Zustand
1

V2

Warum handelt es sich bei diesen um verschrankte Zustande?

W) (I Mal Hs = 11al 1)5)

|©) (I Mal P+ 11l 1)s)

“Beweis”:
Die Zustédnde der Teilchen kénnen im Allgemeinen jeweils als Linearkombination der rei-
nen Zustande “Spin-Up”und “Spin-Down “ dargestellt werden.

|A) =a[ 1)a+0] )a und |B) =c|T)p+d| )5

Dadurch ergibt sich im Allgemeinen Fall fiir den aus beiden Spin-Systemen zusammenge-
setzter Zustand:

Ix) = ac| D)al T)p +ad| T)al L)s +bc| L)al T)p +bd| 1)al )5
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Um in dieser Darstellung mit faktorisierten Koeffizienten entweder den Singulett-Zustand
oder den oben genannten Triplett-Zustand zu erhalten, muss sowohl ab = 0, als auch
bd = 0 gelten. Dies bedeutet jedoch gleichzeitig, dass auch ad oder bc verschwindet.
Daraus folgt, dass sich weder der Singulett-Zustand |¥), noch jener Triplett-Zustand |®)
mit faktorisierten Koeffizienten darstellen lassen. Es handelt sich deshalb um verschrinkte
Zustande.

3 Paradoxon von Einstein, Podolsky und Rosen (1935)

Einstein, Podolsky und Rosen (im Folgenden EPR genannt) veroffentlichten 1935 einen
Artikel, mit welchem sie das Ziel verfolgten aus einer vermeintlichen Widerspriichlichkeit
der Quantenmechanik, aufgezeigt anhand eines Paradoxons, die Unvollstindigkeit der
Quantentheorie abzuleiten. Die Argumentation EPRs lautet wie folgt:

Zu Beginn geben EPR ihre eigenen Definitionen/hinreichenden Bedingungen fiir
(a) eine vollstdndige Theorie und (b) die physikalische Realitét.

(a) Notwendige Bedingung fiir eine vollstindige Theorie:
“Jedes Element in der physikalischen Realitdt muss eine Entsprechung in der phy-
sikalischen Theorie besitzen.”

(b) Hinreichende Bedingung fiir die physikalische Realitét (“Realitéitsbedingung”):
“Wenn wir, ohne das System in irgendeiner Weise zu storen, mit Gewissheit (d.h.,
mit einer Wahrscheinlichkeit von 1) den Wert einer physikalischen Gréfie vorhersa-
gen konnen, dann existiert ein physikalisch reales Element, welches dieser physika-
lischen Grofle entspricht.”

FEine physikalische Theorie ist demnach vollstdndig, wenn sich alle in der physikalischen
Realitét existierenden Gréflen beschreiben lassen, ohne in irgendeiner Weise Einfluss auf
die Realitédt zu nehmen.

EPR weisen weiter darauf hin, dass in der Quantenmechanik die Beschreibung von Zustédnden
von Systemen durch die Wellenfunktion |W) erfolgt, welche dadurch eine zentrale Rolle
einnimmt. AuBerdem entspricht jede beobachtbare, physikalische Grole P (z.B. der Im-
puls) in der Quantenmechanik einem Operator P. Befindet sich das System in einem
Zustand |¥), welcher Eigenzustand zum Messoperator A ist, so wird der Zustand durch
die Messung nicht verdndert und der Wert p der physikalischen Gréfie kann mit Gewissheit
vorhergesagt werden:

W) = P|W) = p|¥)

Ist gleichzeitig der Wert x einer weiteren physikalischen Gréfie X (z.B. dem Ort) von
Interesse, zu deren korrespondierenden Operator X der Zustand |¥) kein Eigenzustand
ist, ldsst sich der Wert der Gréfle nicht mit Gewissheit vorhersagen.

) = X|U) # 2| D)

Um den Wert x zu bestimmen muss folglich eine Messung am System vorgenommen wer-
den, was gezwungenermaflen eine Zustandsénderung nach sich zieht. Folglich konnen die



beiden physikalischen Groflen P und X nicht gleichzeitig mit Gewissheit vorhergesagt wer-
den. Sie verhalten sich “komplementér”. Im Allgemeinen kann in der Quantenmechanik
gezeigt werden, dass, wenn die Operatoren zweier physikalischer Gréflen A und B nicht
kommutieren, also [AB] # [BA] gilt, die exakte Kenntnis des Wertes der einen Grofie die
des Wertes der anderen ausschlief3t.

Auf Grundlage der Definition/hinreichenden Bedingung fiir die Vollstédndigkeit einer phy-
sikalischen Theorie und fiir die physikalische Realitédt sowie der Unbestimmtheitsrelation
formulieren EPR die Disjunktheit folgender zwei Aussagen:

(I) Die quantenmechanische Beschreibung der Realitét ,gegeben durch die Wellenfunk-
tion, ist nicht vollsténdig.

(IT) Zwei physikalische Grofien, deren (Mess-)Operatoren nicht kommutieren, kénnen
nicht gleichzeitig real sein.

EPR behaupten, dass nur eine der beiden Aussagen Giiltigkeit haben kann. Wenn dem-
nach zwei komplementére, physikalische GroBen zeitgleich Realitét erlangen kénnten (=—=(117)),
ihnen also definierte Werte zugeschrieben werden kénnen, wéren diese Teil einer vollsténdigen
Beschreibung der Realitéit und konnten durch eine vollstéandige physikalische Theorie mit
Gewissheit vorhergesagt werden. In der Quantenmechanik ist dies aufgrund der Unbe-
stimmtheitsrelation jedoch nicht moglich, weshalb diese im Fall der Giiltigkeit von (I7)

als unvollstandige Theorie angesehen werden sein muss.

Kurzfassung der Argumentation von EPR:

(1) Definition von “Vollstédndigkeit einer physikalischen Theorie”und “physikalischer
Realitat”

(2) Feststellung/Akzeptanz der Unbestimmtheitsrelation innerhalb der Quantenmecha-
nik (Komplementaritét physikalischer Grofien, deren Operatoren nicht kommutie-
ren)

(3) Folgerung der Disjunktheit von Aussagen (/) und (I7)

(4) Annahme der vollstdndigen Beschreibung durch Wellenfunktion und Anwendung
auf konstruierten verschréankten Zustand zweier Systeme

(5) Unter Anwendung des Realitatskriteriums Folgerung, dass Aussage (I1) Giiltigkeit
hat

(6) Unter Beachtung der Disjunktheit Folgerung, dass Aussage (I1) keine Giiltigkeit
hat



Um zu zeigen, dass unter Anwendung des definierten Realitatskriterium zwei physikalische
Groflen eines Systems, deren Operatoren nicht kommutieren, zeitgleich Realitét erlangen
konnen, fithren EPR folgendes Gedankenexperiment durch:

Man nehme zwei Systeme I und II an, welche fiir einen Zeitraum 0 < ¢ < T daran
gehindert werden miteinander zu interagieren, sodass fiir t > T keine weitere Interaktion
mehr stattfindet. Das bedeutet, dass fiir t > T eine Anderung des einen System keinen
Einfluss auf das andere System haben kann. Ferner sei angenommen, dass die Systeme fiir
t < 0 vollstandig bekannt sind, sodass deren Ursprungszustéinde durch eine Wellenfunk-
tion beschrieben werden konnen. Mit Hilfe der Schrodingergleichung lésst sich daraus
die zeitliche Entwicklung des zusammengesetzten Systems W(zy,x9) = [ + I1 berech-
nen. Die Wellenfunktion dieses System W(zq,x2) beschreibt unter gewissen Umsténden
einen verschrinkten Zustand. Sei A ein auf das System [ bezogener Operator, welcher
die Grofle A misst, mit den Eigenwerten ay, as, ... und den zugehorigen Eigenfunktionen
uy (1), uz(xa), ..., so lisst sich die Wellenfunktion W(z,x2) entwickeln nach den Eigenfunk-

tionen:
o0

U(zy,29) = Z On(x2)un (1)

n=1

Eine Messung der GréBe A durch Anwenden des Operators A reduziert dabei den Zustand
des Systems auf W/(z1, x9) = ¢r(x2)arug(zq) und liefert den Wert a. Gleichzeitig hat die
Messung der auf System I bezogenen Grofle A den Zustand von System [ veréndert,
welcher nun beschrieben wird durch ¢y (x2).

Das Gesamtsystem kann jedoch ebenso nach den Eigenfunktionen v (xy),ve(zs), ... ei-
ner weiteren physikalischen Gréfle B mit dem korrespondierenden Operator B entwickelt
werden:

U, 1) = Y punla)om ()

Anwenden des Operators B reduziert auf analoge Weise die Gesamtwellenfunktion auf
Uz, 29) = pi(x2)bu (), liefert den entsprechenden Eigentwert b; und ldsst System 7
in Zustand ¢;(x2) zuriick. Fiir den Zustand des Systems I1 konnen je nach Interaktion
mit System [ zwei unterschiedliche Zustédnde (beschrieben durch die Wellenfunktionen
or(x2) und ;(z2)) erzeugt werden, welche beider der gleichen Realitdt angehoren.

Vor dem Hintergrund dieser Eigenschaft verschrankter Systeme konstruieren EPR auf
geschickte Weise eine Wellenfunktion fiir ein verschrinktes System, welche sich in Eigen-
funktionen nicht-kommutierender Operatoren entwickeln lassen.

\P(l'l’ ,ZC2) — /OO e(?ﬂi/h)($1—$2+xo)pdp

o stellt dabei eine Konstante dar. Der Zustand des Gesamtsystems ldsst sich nach den
zum Impulsoperator des ersten Teilchens P, = (h/27i)0/0x; gehorenden Eigenfunktionen
u, (1) = e@™/Mrrt mit dem Eigenwert p entwickeln.

Waor,az) = [ " bolwa)upler)dp
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Die Funktion
(bp(xQ) — e(27ri/h)(:f27xo)p

ist dabei Eigenfunktion zum Impulsoperator des zweiten Teilchens Py = e®mi/hpr2 i
dem Eigenwert —p.

Der Zustand W(xy, ) lésst sich andererseits auch nach den Eigenfunktionen v, (71) =
d(x1 — ) des Ortsoperators X; = z; mit dem Eigenwert x entwickeln

U(zy,29) = /_oo 0o (12) vy (21)d

[e.9]

wobei -
%(Iz) — / e(27ri/h)(rfmz+x0)pdp — hé(x — Xy + l’o)

[o.¢]
die Eigenfunktion zum Ortsoperator XQ = xo mit Figenwert x + xq ist.

Da der Impuls und Ort eines Teilchens komplementére, physikalische Gréflen sind, deren
Operatoren nicht kommutieren, haben EPR mit diesem verschrinkten System gezeigt,
dass es generell moglich ist eine Wellenfunktion in die Eigenfunktionen zweier nicht-
kommutierender Operatoren gleichermafien zu entwickeln.

Die Besonderheit des von EPR konstruierten verschrankten Zustandes ist, dass sowohl der
Gesamtimpuls p; + ps = 0, als auch der Abstand der Orte x5 — 1 = xy Erhaltungsgrofien
sind. In Bracket-Schreibweise lautet der EPR-Zustand wie folgt:

V) pPr = Z 61 — g + To)|21)|T2) = Z o(p1 + p2)|p1) |p2)

x1,T2 P1,P2

Dieser besonders konstruierte, verschrinkte Zustand zweier Systeme erlaubt es Teilchen
2 zwei Wellenfunktionen ¢,(z2) und ¢,(x2) zuzuordnen, welche beider der gleichen Rea-
litdt angehoren und durch Messung des Impulses (bzw. Ortes) von Teilchen 1 den Impuls
(bzw. Ort) von Teilchen 2 vorherzusagen, ohne das zweite System in irgendeiner Weise zu
storen. Dem eigens formulierten Realitdtskriterium zufolge, kénnen somit beide physika-
lische Groen (Impuls und Ort) zeitgleich physikalische Realitdt annehmen.

Unter der Annahme, dass die Wellenfunktion den Zustand eines Systems vollsténdig cha-
rakterisiert, haben EPR in einem Gedankenexperiment mit Hilfe eines besonders konstru-
ierten, verschrankten Zustandes zweier Systeme gezeigt, dass zwei physikalische Groflen,
deren Operatoren nicht kommutieren, zeitgleich physikalische Realitéit annehmen kénnen.
Unter Anwendung der Disjunktheit muss daraus geschlossen werden, dass die Quanten-
mechanik als physikalische Theorie nicht vollstindig ist. Dies steht im Widerspruch zur
Annahme!



4 Losung des Paradoxons

Auch wenn von EPR nicht explizit genannt enthélt deren Argumentation zwei weitere
wichtige Annahmen, deren kritische Diskussion zur Losung des EPR-Paradoxons beitra-
gen kann.

Implizite Annahmen

1. Separabilitdt: Obwohl beide Systeme in irgendeiner Weise trotz rdumlicher Tren-
nung miteinander korreliert sind, werden ihnen jeweils unabhéngige Realitdten zu-
geschrieben.

2. Lokalitét: Sind zwei Systeme rdumlich weit von einander getrennt, wird ein System
nicht direkt durch eine Messung am anderen beeinflusst.

Die Problematik, welche sich aus diesen beiden Annahmen ergibt, ist, dass dem unbe-
einflussten System die gleichzeitige Existenz/Realitéit von Impuls und Ort zugeschrieben
werden kann, dem System, an welchem die Messung durchgefiihrt wird, jedoch nicht.

Bohr’s Antwort

Da es zu jener Zeit Niels Bohr war, der wie kein anderer als vehementer Vertreter der
Kopenhagener Deutung galt, liegt es nahe, dass er der erste war, welcher sich zu dem
von EPR verdffentlichten Artikel duflerte. In seiner Antwort verdeutlichte er einmal mehr
sein Verstdndnis von physikalischer Realitdt mit deren ureigenen Eigenschaften, sowie
deren Beschreibung durch die Quantenmechanik. Anhand des Doppelspaltexperiments
erlauterte er ausfiihrlich welche Auswirkungen die Unbestimmtheitsrelation komplementérer
physikalischer Gréflen, wie dem Ort und Impuls, auf das Ausmafl unserer Moglichkeiten
das Verhalten von Quantenobjekten zu beschreiben hat. Seiner Uberzeugung nach erlan-
gen physikalische Grofien erst dann Realitdt, wenn sie durch eine Messung bestétigt sind.
Fiir komplementire Grofien bedeutet dies jedoch, dass dafiir immer eine Anderung des
Zustandes vorgenommen werden muss.

Seine Position gegeniiber dem EPR-Paradoxon wird u.a. verdeutlicht durch folgende
Punkte:

e Bohr ist grundsétzlich damit einverstanden, dass man iiber den verschrénkten Zu-
stand indirekt eine Messung am zweiten Systen vornehmen kann, ohne eine “me-
chanische” Stérung zu verursachen.

e Dennoch behauptet er, dass eine Messung am ersten System Einfluss auf die Be-
dingungen hat, welche die moglichen Vorhersagen fiir das zukiinftige Verhalten des
zweiten Systems definieren.

e Aus diesem Grund erlaubt eine Messung am ersten System es nicht Vorhersagen
mit gleicher Gewissheit {iber das Verhalten des zweiten Systems zu machen.

e Bohr unterscheidet demnach zwischen tatséchlicher, physischer Interaktion und ei-
ner Art Einfluss, welche die Bedingungen fiir mogliche Vorhersagen verédndert.



Im Grundsatz argumentiert Bohr in seiner Antwort gegen EPRs implizite Annahme der
Lokalitdt und deren Realitdtskriterium. Dass zwei physikalische Groflen, deren Operato-
ren nicht kommutieren, nicht gleichzeitig physikalische Realitédt haben kénnen, begriindet
er am Doppelspaltexperiment:

Passieren Elektronen (oder sonst irgendwelche Quantenobjekte) einen Einzelspalt (Kohérenz!)
mit dahinter liegendem Doppelspalt, so léasst sich hinter diesem Versuchsaufbau eine Inter-
ferenz der Objekte (u.U. mit sich selbst) beobachten. Konstruiert man den Versuchsauf-
bau so, dass der Impulsiibertrag des Objekte auf den ersten Spalt gemessen werden kann,
woraus man folgern konnte, welchen der beiden dahinter liegenden Spalte das Objekt pas-
siert, lasst sich keine Interferenz beobachten. Der Grund hierfiir ist, dass bei der exakten
Bestimmung des Impulsiibertrages am Einzelspalt aufgrund der Unbestimmtheitsrelation
die Information iiber den Ort des Impulsiibertrages verloren geht. Die Position des Ein-
zelspaltes ist somit mit einer Unschérfe behaftet, welche sich auf das Interferenzmuster
iibertragt. Das Interferenzmuster ist iiber ein Ortsintervall “verwischt”.

5 Bohm’s Formulierung des EPR-Gedankenexperiment

Da das Gedankenexperiment von Einstein, Podolsky und Rosen im Labor nicht durchfiihrbar
ist, formulierte der Physiker David Bohm dieses neu. Er betrachtet verschrankte Spin-
Zustéande. Ausgehend von zwei Systemen [ und 11, welche jeweils im Allgemeinen zusam-
mengesetzt sind aus einer Linearkombination der zugehorigen Basisvektoren, der Zusténde
Spin-Up | 1); und Spin-Down | |); mit ¢ = 1 fiir System I, ¢ = 2 fiir System II. Es exis-
tieren nun genau zwei Zustinde des zusammengesetzten Systems, welche sich nicht als
Linearkombination zweier reiner Zustidnde schreiben lassen:

(a) Singulett-Zustand
1
W)s = 7 (I Dl D2 = [ D1l 1))

(b) Triplett-Zustand

B)r = —= (Dl D2+ sl )
Die Zusténde konnen unterschieden werden, indem der Gesamtspin gemessen wird. So hat
der Singulett-Zustand einen Gesamtspin von Sg = 0h, der Triplett-Zustand hat hingegen
einen Gesamtspin von Sy = h%.

Die Zustande | 1)1| })2 und | })1| T)2 konnen wiederum ausgedriickt werden durch Line-
arkombination aus Singulett- und Triplett-Zustdnden, sogenannte “Mischzustéinde”:

1
\T>1|¢>2=E

1
[ il 1) = 7 (1®)r — [¥)s)

Wiirde man demnach bei einem solchen 2 Spin-System den Gesamtspin S messen, so
wiirde man in 50% der Féllen S = 04 und in den anderen 50% der Fillen Sg = A? mes-
sen.

(12)r +[¥)s)

und



Mit diesem Wissen iiber verschrinkte Spin-Zustinde lédsst sich nun das EPR-Paradoxon
experimentell durchfithrbar, wie Bohm 1957 zeigte, wie folgt umformulieren:

1. Ausgangspunkt ist ein verschrianktes System im Singulett-Zustand (Singulett durch
Messung des Gesamtspins von Triplett unterscheidbar!), bestehend aus den Teil-
systemen I und [II, welches zum Zeitpunkt ¢ = 0 zerfillt, sodass die Teilsysteme
rdumlich von einander getrennt werden. In der Natur ist dies zum Beispiel durch
Dissoziation eines Molekiils gegeben.

2. Zum Zeitpunkt t = ty wird nun die z-Komponente des Spins des System [ gemessen.
Erwartungsgeméf erhélt man zu einer Wahrscheinlichkeit von 50% | 1)1 oder | });:.

Wir nehmen 0.B.d.A. | 1); an.

3. Aufgrund der Verschrinkung des Gesamtzustandes und der Tatsache, dass die Sys-
teme I und I wegen der rdumlichen Trennung nichts von einer Messung am je-
weils anderen System ”"bemerken” | kann mit Gewissheit die z-Komponente des Spins
von System I vorhergesagt werden. Um den Gesamtspin des Singulett-Zustandes
S = 0h zu erhalten, bleibt nur die Moglichkeit, dass System I7 den Spin | ]), hat.
Dies lésst sich durch eine Messung zum Zeitpunkt ¢ > ¢, bestétigen.

4. Unter der gemachten Annahme, dass System [ und I sich nach ihrer Trennung
nicht mehr beeinflussen konnen, lédsst sich folgern, dass sich System I zu jeder Zeit
t im Zustand | | ) befand.

5. Das Gesamtsystem muss demnach zu jedem Zeitpunkt ¢ durch den Produktzustand
| 1] )2 gegeben sein.

6. Dieser Produktzustand muss sich im Allgemeinen als ein Mischzustand aus Singulett
und Triplett darstellen lassen.

Punkt 6 dieser Argumentation widerspricht der zu Beginn gemachten Annahme, dass sich
das Gesamtsystem in einem Singulett-Zustand befindet, welcher sich durch Messung des
Gesamtspins von einem Mischzustand unterscheidet. Das Experiment fiihrt demnach zu
einem Paradoxon, welches sich auch hier auflosen lidsst, indem die implizite Annahme der
Lokalitét der Teilsysteme (Argumentationsschritt 3) als falsch angenommen wird.
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