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Rozdzia÷ 1

Wst ¾ep

Mechanika kwantowa jest teori ¾a �zyczn ¾a odnosz ¾ac ¾a si ¾e do zjawisk zachodz ¾a-

cych w świecie bardzo ma÷ych obiektów, których nie sposób opisác za pomoc ¾a

mechaniki klasycznej. Mimo badania mechaniki kwantowej od lat i wyjásnieniu

wielu wczésniej s÷abo zbadanych problemów, nadal pozostaje w niej wiele ciekawych

aspektów wartych lepszego poznania.

Jednym z nich jest poj ¾ecie czasu Poincare Tp, którego analizie póswi ¾econa jest

niniejsza praca. Poj ¾ecie czasu Poincare wyst ¾epuje równie·z w mechanice klasycznej

i jego funkcjonowanie w tej dziedzinie b ¾edzie przedstawione w tej pracy. Czas

Poincare wi ¾a·ze si ¾e z twierdzeniem o powracaniu które mówi, ·ze ka·zdy zamkni ¾ety

uk÷ad mo·ze wrócíc do stanu pierwotnego po pewnym czasie t. Celem tej pracy jest

zbadanie jak d÷ugi jest czas potrzebny na to, by uk÷ad powróci÷ do stanu pierwot-

nego. Chcemy równie·z zbadác, jak w ciagu up÷ywu tego czasu b ¾edzie zmienia÷o si ¾e

prawdopodobieństwo P (t); powrotu uk÷adu do stanu pierwotnego. Istotne s ¾a te·z

czynniki maj ¾ace wp÷yw na wy·zej wymienione, czas i prawdopodobieństwo P (t): Ich

analiz ¾a zajmiemy si ¾e w tej pracy.

Zjawisko powracania ma swoje zobrazowanie równie·z w �zyce eksperymentalnej.

Jest to niezwykle ciekawy temat zarówno dla teoretyków jak i �zyków eksperymen-

tatorów. Przeprowadzono ju·z par¾e eksperymentów, które dotyczy÷y tego zjawiska

[1][9].

W rozdziale drugim, opisano warunki jakie musz ¾a býc spe÷nione aby mo·zna by÷o

mówíc o powrocie danego systemu w konteḱscie czasu Poincare. Wyjásniono równie·z

istot ¾e prawdopodobieństwa znalezienia uk÷adu w stanie pocz ¾atkowym oraz czasu

Poincare na przyk÷adzie spr¾e·zonych cz ¾asteczek gazu [2], spinu elektronu i rozpadu

neutronu.

W rozdziale trzecim, za pomoc ¾a trajektorii w przestrzeni fazowej, przedstawiono

istot ¾e czasu Poincare w mechanice klasycznej. Wykorzystano do tego przyk÷ad jed-

nowymiarowego oscylatora harmonicznego. Trajektori ¾e punktu przedstawiono na

wykresie [3].
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Wczwartym rozdziale przedstawiono poj ¾ecie czasu Poincare dla mechaniki kwan-

towej. Po wyprowadzeniu wzoru na prawdopodobieństwo P (t); znalezienia uk÷adu

w stanie takim jak pocz ¾atkowy, rozwa·zono je dla dwóch ró·znych przypadków: pier-

wszy, w którym prawdopodobieństwo Wn posiadania przez stan okréslonej energii

En jest takie samo dla ka·zdego n; oraz drugi, w którym te prawdopodobieństwa

s ¾a ró·zne. Ka·zdy z przypadków zosta÷ zilustrowany za pomoc ¾a wykresów. Wszys-

tkie zagadnienia dotycz ¾ace mechaniki kwantowej przedstawione zosta÷y za pomoc ¾a

formalizmu Heisenberga z u·zyciem notacji Diraca. Istniej ¾a równie·z inne sposoby

opisywania mechaniki kwantowej, np. za pomoc ¾a formalizmu Shrödingera. Porów-

nanie obu tych obrazów mechaniki kwantowej zaprezentowano w tabeli znajduj ¾acej

si ¾e w rozdziale czwartym.

Wszystkie obliczenia oraz wykresy funkcji znajduj ¾ace si ¾e w tej pracy, zosta÷y

wykonane za pomoc ¾a programu Mathematica �rmy Wolfram Research. W rozdziale

pi ¾atym przybli·zono dzia÷anie programu poprzez dok÷adny opis dzia÷ania oraz zilus-

trowanie funkcji potrzebnych do stworzenia obliczeń i wykresów u·zytych w niniejszej

pracy do zobrazowania poj ¾ecia czasu Poincare. Mathematica jest jednym z na-

jbardziej popularnych programów do wykonywania obliczeń symbolicznych i nu-

merycznych. Program dzi ¾eki bogactwu funkcji jest doskona÷ym narz¾edziem pracy

nie tylko dla matematyków, ale te·z �zyków i wielu innych [4].
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Rozdzia÷ 2

Czas Poincare

2.1 Poj ¾ecie ogólne

Twierdzenie Poincare jest to twierdzenie odnosz ¾ace si ¾e do uk÷adów dynam-

icznych posiadaj ¾acych miar¾e niezmiennicz ¾a. Opisuj ¾a one w÷asnósci ruchu dla ka·zdego

punktu opisywanego uk÷adu: trajektoria takiego punktu wraca nieskończenie wiele

razy do dowolnie ma÷ego otoczenia punktu startowego. Aby mo·zna by÷o mówíc

o powrocie danego systemu w konteḱscie czasu Poincare wektory po÷o·zenia i p ¾edu

wszystkich cz ¾asteczek tego systemumusz ¾a býc zgodne ze stanem pierwotnym. B¾edziemy

badác czasow ¾a ewolucj ¾e prawdopodobieństwa znalezienia uk÷adu w stanie takim jak

pierwotny u·zywaj ¾ac funkcji P (t): Prawdopodobieństwo znalezienia uk÷adu w stanie

takim jak pierwotny jest równe 1 w chwili pocz ¾atkowej t = 0 oraz po czasie Poincare

Tp:

P (0) = P (0 + Tp) = 1: (2.1)

Aby lepiej zilustrowác prawdopodobieństwa P (t) oraz czasu Poincare Tp poni·zej

przedstawiono kilka przyk÷adów.

2.2 Spr ¾e·zone cz ¾asteczki gazu

Rozwa·zmy przypadek, w którym w po÷owie naczynia st÷oczono cz ¾asteczki gazu,

pozostawiaj ¾ac w drugiej po÷owie pró·zni ¾e. Nast ¾epnie usuni ¾eto przegrod¾e rozdziela-

j ¾ac ¾a obie po÷owy i gaz zosta÷ rozpr¾e·zony [2]. Wed÷ug twierdzenia Poincare rozpr¾e·zony

gaz powinien po pewnym czasie samoistnie powrócíc do stanu pierwotnego, czyli

zgromadzíc si ¾e w pierwszej po÷owie.

Opisana powy·zej komora z przegrod ¾a wype÷niona gazem jest uk÷adem izolowanym.

Warto zauwa·zýc, ·ze twierdzenie o powracaniu nie stoi w sprzecznósci z drug ¾a zasad ¾a

termodynamiki. W uj¾eciu �zyki statystycznej druga zasada termodynamiki mówi,
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·ze uk÷ad ewoluuje w stron¾e uk÷adów bardziej prawdopodobnych, tj. stanów o wiek-

szej entropii. W przyrodzie nie jest natomiast niemo·zliwe to, ·ze uk÷ad powraca do

stanów o mniejszej entropii, ale jest to ma÷o prawdopodobne. Zjawisko powracania

mo·ze býc zrealizowane gdy rozwa·zany czas ewolucji uk÷adu jest odpowiednio d÷ugi,

jak ma to miejsce w tym przypadku. Zilustrujemy owe rozwa·zania przyk÷adem.

Niech uk÷ad z÷o·zony b ¾edzie z dwóch rozró·znialnych cz ¾asteczek które oznaczamy

A iB: Cz ¾asteczki te zamkni ¾ete s ¾a w naczyniu które podzielone jest przegrod ¾a na dwie

cz¾ésci mi ¾edzy którymi cz ¾asteczki mog ¾a swobodnie przechodzíc. Ruch cz ¾asteczek jest

niezale·zny.

Mikrostanem uk÷adu nazywamy ka·zde rozmieszczenie cz ¾astek w obu cz¾ésciach

naczynia.

Makrostanem uk÷adu nazywamy rozk÷ad liczby cz ¾astek w obu cz¾ésciach naczy-

nia. W naszym przypadku mo·zemymiéc cztery ró·zne mikrostany, które odpowiadaj ¾a

trzem ró·znym makrostanom.

Liczb ¾e wszystkich mo·zliwych mikrostanów realizuj ¾acych dany stan makroskopowy

nazywamy wag ¾a statystyczn ¾a danego makrostanu [2]. Poni·zej przedstawiono tabel ¾e

prezentuj ¾ac ¾a podzia÷ dwóch cz ¾astek mi¾edzy dwie po÷ówki naczynia.

Tab.1 Podzia÷ dwóch cz ¾asteczek mi¾edzy dwie komory naczynia.

Zgodnie z drug ¾a zasad ¾a termodynamiki uk÷ad ewoluuje od stanówmakroskopowych

pierwszego i drugiego do stanu trzeciego. Entropia uk÷adu w danym stanie makroskopowym

jest okréslona jako:

S = k ln �; (2.2)

gdzie k - sta÷a Boltzmanna, � - waga statystyczna. Przy czym zgodnie z hipotez ¾a

Boltzmanna wszystkie stany mikroskopowe s ¾a jednakowo prawdopodobne [2].

Matematyczne prawdopodobieństwo znalezienia uk÷adu w danym stanie makroskopowym

otrzymujemy dziel ¾ac odpowiednie wagi statystyczne przez liczb ¾e wszystkich mo·zli-

wych mikrostanów (w tym przypadku przez cztery).

Dla N -rozró·znialnych cz ¾asteczek liczba wszystkich mikrostanów tzn. sosobów

podzia÷u na dwie cz¾ésci naczynia, wynosi 2N : Gdy N jest liczb ¾a Avogadro NA =
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6:022 � 1023 liczba dost ¾epnych mikrostanów jest ogromna, a stan pe÷nego uporz ¾ad-
kowania (wszystkie cz ¾asteczki w jednej z komór) jest realizowany tylko na jeden

sposób [2].

Najwi ¾eksz ¾a wag¾e statystyczn ¾a maj ¾a makrostany odpowiadaj ¾ace równomiernemu

rozk÷adowi cz ¾asteczek mi¾edzy obie cz¾ésci naczynia.

Pomimo, ·ze czas powracania uk÷adu do stanu w którym cz ¾astki st÷oczone s ¾a

w jednej cz ¾ésci naczynia jest bardzo d÷ugi, to jest skończony. Mo·zna zauwa·zýc, ·ze

szacowany czas na to potrzebny dla 1 mola gazu by÷by d÷u·zszy ni·z czas istnienia

Wszech́swiata.

To t÷umaczy, ·ze skoro czas Poincare jest tak d÷ugi zjawisko samoistnego st÷oczenia

cz ¾asteczek nie jest obserwowane w przyrodzie. Mo·zna zatemwyg÷osíc regu÷ ¾e mówi ¾ac ¾a,

·ze císnienia gazu w obu komorach si ¾e wyrównuj ¾a, co odpowiada sytuacji, ·ze cz ¾asteczki

równomiernie rozk÷adaj ¾a si ¾e w obu komorach.

Znacznie ciekawszy wydaje si ¾e uk÷ad z÷o·zony tylko z jednej cz ¾astki, np. po-

jedynczego neutronu, masy zawieszonej na spr¾e·zynie czy pojedynczego elektronu.

Przypadki te omówimy ju·z ilósciowo w nast ¾epnych rozdzia÷ach licz ¾ac ile dla nich

wynosi czas Poincare.

2.3 Spin elektronu

Spin elektronu jest równy 1
2
. Jako Sz okréslony jest spin oznaczany jako " lub #

. Przyj ¾eto, ·ze dla czasu t = 0 elektron ma spin oznaczony jako " . Po up÷ywie czasu
t spin elektronu zosta÷ zmieniony na # .

Poni·zej zapisano równanie które okrésla w jaki sposób zmienia si ¾e spin elektronu:

jSe(t)i = cos(!t) j"i+ sin(!t) j#i . (2.3)

Prawdopodobieństwo tego, ·ze elektron jest w stanie takim jak w chwili t = 0

dane wzorem:

P (t) = jh" jSe(t)ij2 = j cos(!t)j2 = cos2(!t) , (2.4)

gdzie ! = 1; przedstawiono na wykresie (rys.2.1.).

Na wykresie zaznaczono lini ¾a przerywan ¾a punkt w którym wartóśc funkcji P (t)

powraca do wartósci 1. Mo·zemy zauwa·zýc, ·ze czas Poincare w tym przypadku

wynosi �
!
.
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Rysunek 2.1: Czasowa zale·znóśc prawdopodobieństwa znalezienia elektronu w stanie
takim jak pocz ¾atkowy.

2.4 Rozpad neutronu

W pude÷ku umieszczony jest neutron. Rozpada si ¾e on na proton, elektron oraz

antyneutrino elektronowe:

n! p++e�+�e: (2.5)

Średni czas ·zycia neutronu wynosi oko÷o �n � 880s . Prawdopodobieństwo P (t);
znalezienia w pude÷ku neutronu w chwili t = 0; wynosi 1. Badamy ewolucj ¾e czasow ¾a

prawdopodobieństwa tego, ·ze uk÷ad znajduje si ¾e w stanie takim jak pocz ¾atkowy

(rys.2.2.):

P (t) = e
� t
�n : (2.6)

Jésli prawdopodobieństwo P (t) (gdzie t 6= 0), by÷oby równe 1, czyli dok÷ad-

nie takie jak dla czasu t = 0; to czas, w którym dokonano pomiaru by÷by czasem

Poincare Tp dla tego uk÷adu. Jednak w powy·zszym przypadku prawdopodobieństwo

znalezienia neutronu w pude÷ku maleje wraz z up÷ywem czasu. W tej sutuacji

czas Poincare jest nieskończony Tp ! 1 . Uk÷ad nie powraca wi ¾ec do stanu

pocz ¾atkowego. Twierdzenie Poincare o powracaniu w takim przypadku zawodzi.
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Rysunek 2.2: Zale·znóśc prawdopodobieństwa P (t) znalezienia neutronu w funkcji
czasu t:
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Rozdzia÷ 3

Czas Poincare w mechanice

klasycznej

Istot ¾e czasu Poincare Tp; w mechanice klasycznej mo·zna przedstawíc za po-

moc ¾a trajektorii w przestrzeni fazowej. Przestrzeń fazowa jest przestrzeni ¾a wszyst-

kich mo·zliwych stanów badanego uk÷adu. Stan uk÷adu mechanicznego to punkt w

przestrzeni fazowej. Warunki pocz ¾atkowe, czyli dwie zmienne - po÷o·zenie x(0) = x0

i pr ¾edkóśc _x(0) = 0, oraz równanie ruchu w pe÷ni determinuj ¾a ewolucj ¾e uk÷adu.

W miar¾e up÷ywu czasu punkt okréslony przez po÷o·zenie i pr¾edkóśc (x(t); _x(t));

przemieszcza si ¾e po dwuwymiarowej przestrzeni i zakrésla krzyw ¾a, zatem wyznacza

w przestrzeni fazowej trajektori ¾e z÷o·zon ¾a z kolejnych stanów w jakich b ¾edzie si ¾e zna-

jdowác uk÷ad. T¾e trajektori ¾e nazywamy trajektori ¾a fazow ¾a [3]. Dzi ¾eki niej otrzymu-

jemy przejrzysty obraz ruchu uk÷adu. Czas Poincare Tp to czas, jaki jest potrzebny

aby uk÷ad powróci÷ do punktu pocz ¾atkowego.

Aby zobrazowác czas Poincare w mechanice klasycznej, pos÷u·zmy si ¾e przyk÷a-

dem jednowymiarowego oscylatora harmonicznego w dwuwymiarowej przestrzeni

wspó÷rz ¾ednych po÷o·zenia i pr¾edkósci (x; _x):

Badany uk÷ad to spr¾e·zyna o wspó÷czynniku spr¾e·zystósci k; na końcu której

umieszczono cia÷o o masie m - kulk¾e (rys.3.1.).

Pocz ¾atkowo spr¾e·zyna jest wychylona z po÷o·zenia równowagi o x0 i zostaje wy-

puszczona. Pr¾edkóśc pocz ¾atkowa kulki _x(0); wynosi 0.

Funkcja Lagrange�a L; zde�niowana jako ró·znica energii kinetycznej

T =
1

2
m _x2 (3.1)

(gdzie _x = dx
dt
i m - masa cz ¾astki), i energii potencjalnej

V =
1

2
kx2; (3.2)
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Rysunek 3.1: Uk÷ad z÷o·zony z kulki o masiem zawieszonej na spr¾e·zynie o wspó÷czyn-
niku spr¾e·zystósci k znajduj ¾acy si ¾e w po÷o·zeniu równowagi 0 oraz b ¾ed ¾acy wychylony
z po÷o·zenia równowagi o x0:

jest postaci:

L = T � V: (3.3)

Z zasady najmniejszego dzia÷ania otrzymujemy równanie Eulera - Lagrange�a:

@L

@x
=

d

dt

@L

@ _x
; (3.4)

gdzie x; _x to uogólnione po÷o·zenie i pr ¾edkóśc.

@L

@
�
x
= m _x[5]; (3.5)

d

dt

@L

@
�
x
= m�x; (3.6)

@L

@x
= �kx; (3.7)

m�x = �kx: (3.8)

Warunki pocz ¾atkowe uk÷adu to:

x(0) = x0; (3.9)

_x(0) = 0: (3.10)

Rozwi ¾azaniem równania m�x = �kx; przy podanych warunkach pocz ¾atkowych

9



jest:

x(t) = x0 cos(!t): (3.11)

Alternatywnie mo·zna przedstawíc to za pomoc ¾a formalizmu Hamiltona.

Aby przej́śc do tego formalizmu nale·zy zde�niowác uogólniony p ¾ed:

p =
@L

@
�
x
= m _x: (3.12)

Funkcj ¾e Hamiltona otrzymujemy przez transformat¾e Legendre�a i jest ona postaci:

H = p _x� L: (3.13)

Równania kanoniczne w tym formalizmie maj ¾a nast ¾epuj ¾ac ¾a postác:

_x = @H
@p

_p = �@H
@x
[5]: (3.14)

Funkcja Hamiltona tego oscylatora ma nast ¾epuj ¾ac ¾a postác:

H =
p2

2m
+
kx2

2
: (3.15)

Przez przestrzeń fazow ¾a rozumiemy iloczyn kartezjański po÷o·zeń i p ¾edów uogól-

nionych. Portretem fazowym nazywamy zbiór punktów spe÷niaj ¾acych równania

kanoniczne dla danego zagadnienia. Równania kanoniczne przedstawmy w postaci:

_x = @H
@p
= p

m
_p = �@H

@x
= �kx : (3.16)

Przyspieszenie jest postaci:

�x =
_p

m
= �kx

m
; (3.17)

�x = � k

m
x: (3.18)

Oznaczaj ¾ac k
m
= !2; otrzymujemy klasyczne równanie oscylatora harmonicznego,

przedstawiaj ¾ace zale·znóśc po÷o·zenia kulki x; od czasu t; które po uwzgl ¾ednieniu

warunków pocz ¾atkowych ma postác:

x(t) = x0 cos(!t); (3.19)

gdzie x0 - amplituda, ! - cz ¾estóśc drgań. Zauwa·zmy, ·ze otrzymalísmy to samo

rozwi ¾azanie problemu jak w formalizmie Lagrange�a. Poni·zej przedstawiono wykres

funkcji (rys.3.2.) po÷o·zenia od czasu x(t) dla ! = 1 :
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Rysunek 3.2: Zale·znóśc funkcji po÷o·zenia kulki x od czasu t

Zauwa·zmy, ·ze energi ¾e ca÷kowit ¾a naszego oscylatora mo·zna zapisác jako:

E =
p2

m
+
m!2x2

2
= const: (3.20)

Po podzieleniu obustronnie przez E; otrzymujemy:

1 =
p2

2mE
+
m!2x2

2E
: (3.21)

De�niujemy p0 =
p
2mE i x0 =

q

2E
m!
: Otrzymujemy równanie elipsy postaci:

p2(t)

p20
+
x(t)2

x20
= 1: (3.22)

Poni·zej przedstawiono wykres (rys.3.3.) trajektorii w przestrzeni fazowej, gdzie

ós pozioma odpowiada zmiennej x(t); a ós pionowa zmiennej p(t): Przedstawiona

trajektoria odpowiada krzywej zakréslanej przez punkt (x; p); w miar¾e up÷ywu czasu

t:

Z zasady zachowania energii wynika, ·ze trajektorie musz ¾a býc elipsami, czyli

trajektoriami zamkni ¾etymi. Dla innych uk÷adów trajektorie fazowe nie s ¾a elipsami,

ale tworz ¾a krzywe zamkni ¾ete lub powracaj ¾a bardzo blisko punktu pocz ¾atkowego [3].

Sprawia to, ·ze uk÷ad nieskończenie wiele razy powróci do stanu pocz ¾atkowego, co

w oczywisty sposób koresponduje z twierdzeniem o powtarzalnósci. Cz¾estotliwóśc

powracania !; wi ¾a·ze si ¾e z czasem Poincare Tp; poprzez ! =
2�
Tp
: Wynika z tego, ·ze

Tp =
�
2!
: Trajektoria w przestrzeni fazowej dokonuje pe÷nego obiegu w ciagu jednego

cyklu, którego czas trwania jest równy czasowi Poincare.
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Rysunek 3.3: Trajektoria punktu w przestrzeni fazowej
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Rozdzia÷ 4

Czas Poincare w mechanice

kwantowej

4.1 Pojecie ogólne

W tym rozdziale przedstawimy istot ¾e czasu Poincare w mechanice kwantowej.

Stan uk÷adu w chwili t = 0, okréslamy jako:

jsi : (4.1)

Jako baz¾e przyjmujemy baz¾e ró·znych stanów energii:

fjEnig ; (4.2)

gdzie n = 1; 2; 3; :::; Ntot:

fjEnig = fjE1i ; jE2i ; :::; jENtotig : (4.3)

W niniejszej pracy b ¾ed ¾a rozwa·zane przypadki dla Ntot = 2; 10; 100; 1000:

Równanie w÷asne ma postác:

Ĥ jEni = En jEni ; (4.4)

gdzie Ĥ - operator Hamiltona naszego uk÷adu. Wybieramy, ·ze E1 = 1; E2 = 2;

E3 = 3; :::ENtot = Ntot (dla dowolnej jednostki):

Ka·zdy stan jest superpozycj ¾a ró·znych stanów, które maj ¾a okréslone energie.

Stan uk÷adu wyra·za zatem suma:

jsi =
X

n

Cn jEni : (4.5)
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Prawdopodobieństwo tego, ·ze uk÷ad jest w stanie jsi o energii En; oznaczamy
jako jCnj2. Zatem jC1j2 to prawdopodobieństwo, ·ze stan jsi ma energi ¾e E1, jC2j2 to
prawdopodobieństwo, ·ze stan jsi ma energi ¾e E2; itd.

C1; C2; ::: ; CNtot to liczby zespolone.

jCnj2 to liczba rzeczywista > 0.
Nale·zy zaznaczýc, ·ze z warunku normalizacji suma wszystkich jCnj2 wynosi 1:

jC1j2 + jC2j2 + :::+ jCNtot j2 = 1: (4.6)

Wed÷ug równania Shrödingera:

i
@ j	(t)i
@t

= Ĥ j	(t)i ;[5] (4.7)

gdzie } = 1: Mo·zemy okréslíc stan pocz ¾atkowy jako:

j	(0)i = jsi : (4.8)

Stan uk÷adu w czasie t; jest okréslony jako:

j	(t)i = e�iĤt jsi ; (4.9)

j	(t)i = e�iĤ
Ntot
X

n=1

Cn jEni =
Ntot
X

n=1

Cne
�iĤt jEni : (4.10)

Stanem w÷asnym Ĥ jest jEni, zatem:

j	(t)i =
Ntot
X

n=1

Cne
�iEnt jEni : (4.11)

Prawdopodobieństwo tego, ·ze w chwili t; gdy dokonamy pomiaru uk÷ad znalaz÷

si ¾e w stanie jsi ; takim jak pocz ¾atkowy wynosi:

P (t) = jh	(t) jsij2 =
�

�

�
hsj e�iĤt jsi

�

�

�

2

; (4.12)

co przedstawiamy jako:

P (t) =

�

�

�

�

�

Ntot
X

n=1

Wne
�iEnt

�

�

�

�

�

2

; (4.13)

gdzie Wn = jCnj2; i jest prawdopodobieństwem tego, ·ze stan jsi ma energi ¾e En.

Przyjmijmy, ·ze En = n; gdzie n = 1; 2; 3::: Otrzymujemy wtedy:

P (t) =

�

�

�

�

�

Ntot
X

n=1

Wne
�int

�

�

�

�

�

2

: (4.14)
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Prawdopodobieństwa P (t = 0) i P (t = Tp); musz ¾a býc sobie równe i wynosíc 1.

Przyjmuj ¾ac, ·ze Tp = 2�; otrzymamy:

P (t = Tp = 2�) =

�

�

�

�

�

Ntot
X

n=1

Wne
�in(2�)

�

�

�

�

�

2

=

�

�

�

�

�

Ntot
X

n=1

Wne
�2in�

�

�

�

�

�

2

= 1 = P (0): (4.15)

Powy·zsz ¾a równóśc mo·zna uargumentowác nast ¾epuj ¾aco.

W ogólnej formie e�int ma postác ei' = cos'+i sin': Przyjmuj ¾ac ' = nt = n2�

otrzymamy:

e�in2� = cos(�2�n) + i sin(�2�n) = cos(2�n)� i sin(2�n): (4.16)

Podstawiaj ¾ac kolejne wartósci n do wzoru otrzymamy:

cos(0) = 1 sin(0) = 0

cos(2�) = 1 sin(2�) = 0

cos(2�n) = 1 sin(2�n) = 0

(4.17)

Z czego wynikaj ¾a nast ¾epuj ¾ace równósci:

cos(2�n)� i sin(2�n) = 1; (4.18)

e�i2�n = 1; (4.19)

Tp = 2�: (4.20)

Co dowodzi, ·ze czas Poincare wynosi 2�:

Wniniejszej pracy b ¾ed ¾a rozwa·zane dwa uk÷ady ró·zni ¾ace si ¾e warunkami pocz ¾atkowymi.

W przypadku pierwszego uk÷adu prawdopodobieństwo Wn; jest sta÷e dla ka·zdej

wartósci energii En; natomiast w przypadku drugim, prawdopodobieństwo to si ¾e

zmienia wraz ze zmian ¾a energii.

W ogólnósci dla przyrostu energii �E = 1; gdzie E1 = �E; E2 = 2�E:::

ENtot = Ntot�E czas Poincare wynosi:

Tp =
2�

�E
: (4.21)

Im �E mniejsze, tym bardziej czas Poincare si ¾e wyd÷u·za. Jésli �E �! 0,

to Tp �! 1. Im bardziej skomplikowany stan, tym czas Poincare jest d÷u·zszy,

znacznie d÷u·zszy ni·z czas istnienia Wszech́swiata.
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4.2 Równe prawdopodobieństwa

Rozwa·zmy uk÷ad, w którym prawdopodobieństwa Wn; ·ze stan ma energi ¾e En;

s ¾a takie same dla ka·zdego n:

W1 = W2 = ::: = WNtot : (4.22)

Zale·znóśc Wn(n) gdy n = 1; 2; :::; 10 przedstawia rys.4.1.

Rysunek 4.1: Rozk÷ad prawdopodobieństwa Wn(n) gdy W1 = W2 = ::: = WNtot dla
Ntot = 10

Prawdopodobieństwo tego, ·ze uk÷ad jest w stanie o energii En; oznaczamy:

Wn = jCnj2 =
1

Ntot
: (4.23)

Przyjmijmy, ·ze En = n: Prawdopodobieństwo tego, ·ze w chwili t; uk÷ad jest w

stanie takim jak pocz ¾atkowy mo·zna zapisác jako:

P (t) =

�

�

�

�

�

Ntot
X

n=1

1

Ntot
e�int

�

�

�

�

�

2

: (4.24)

Prawdopodobieństwo P (t); zarówno t = 0; jak i t = Tp; wynosi 1. Wobec

powy·zszego oraz formu÷y P (t) =

�

�

�

�

Ntot
P

n=1Wne
�int

�

�

�

�

2

; mo·zna zauwa·zýc, ·ze Tp = 2�.

Otrzymane równania wprowadzono do programuMathematica za pomoc ¾a odpowied-

nich formu÷, a nast ¾epnie na ich podstawie zosta÷y wygenerowane wykresy przedstaw-

iaj ¾ace prawdopodobieństwo Wn(n); oraz funkcj ¾e prawdopodobieństwa P (t):

Wykresy dla równych prawdopodobieństw
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Poni·zej przedstawiono wykresy (rys. od 4.2 do 4.7), otrzymane za pomoc ¾a

programu Mathematica dla wartósci Ntot = 2; 10; 100 oraz 1000; przy za÷o·zeniu, ·ze

W1 = W2 = ::: = WNtot : Na wykresach czerwon ¾a przerywan ¾a lini ¾a zaznaczony jest

czas t, po którym funkcja P (t) powraca do wartósci pocz ¾atkowej, czyli czas który

jest potrzebny aby stan uk÷adu powróci÷ do stanu pierwotnego.

Rysunek 4.2: Zale·znóśc prawdopodobieństwa P (t) od czasu t dla Ntot = 2

Rysunek 4.3: Zale·znóśc prawdopodbieństwa P (t) od czasu t dla Ntot = 10

Mo·zna zauwa·zýc, ·ze prawdopodobieństwo tego, ·ze uk÷ad jest w stanie takim jak

pocz ¾atkowy, osi ¾aga wartóśc 1 po up÷ywie czasu 2�: Czas Poincare Tp; wynosi wi ¾ec

2�:
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Rysunek 4.4: Zale·znóśc prawdopodobieństwa P (t) od czasu t dla Ntot = 100

Rysunek 4.5: Zaleznóśc prawdopodobieństwa P (t) od czasu t dla Ntot = 100 i
zakresu (0� 0:001)
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Rysunek 4.6: Zale·znóśc prawdopodobieństwa P (t) od czasu t dla Ntot = 1000

Rysunek 4.7: Zale·znóśc prawdopodobieństwa P (t) od czasu t dla Ntot = 1000 i
zakresu (0� 0:0001)
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Dla zwi ¾ekszenia czytelnósci wykresów dla Ntot = 100 oraz Ntot = 1000; przed-

stawiono je równie·z w dolnej cz ¾ésci, tzn. dla prawdopodobieństwa z przedzia÷u od

0 do 0.001 lub od 0 do 0.0001. Umotywowane jest to tym, ·ze prawdopodobieństwo

tego, ·ze uk÷ad powróci do stanu pocz ¾atkowego jest niewielkie w chwilach ró·znych od

ca÷kowitej wielokrotnósci czasu Poincare.

Zauwa·zmy, ·ze im wi¾eksza jest wartóśc Ntot, tym krótszy jest czas po którym

prawdopodobieństwo znalezienia uk÷adu w stanie takim jak pocz ¾atkowy spada do

wartósci bliskich zeru. Inaczej mówi ¾ac, prawdopodobieństwo tego, ·ze uk÷ad powróci

do stanu takiego jak pocz ¾atkowy w chwili ró·znej od czasu Poincare, jest tymmniejsze,

im wi¾ecej jest dopuszczalnych stanów w których mo·ze znaléźc sie uk÷ad. Mo·zna przy-

puszczác, ·ze szybkóśc zmian prawdopodobieństwa P (t); dla czasów bliskich Tp; jest

rosn ¾ac ¾a funkcj ¾a liczby stanów w jakich mo·ze znajdowác si ¾e uk÷ad.

Nadmieńmy, ·ze czas potrzebny do wygenerowania wykresu w programie Mathe-

matica by÷ tym d÷u·zszy, im wi¾eksza by÷a liczba Ntot: Do wykonania jednego wykresu

procesor o zegarze 1.6 GHz potrzebowa÷ nawet kilku godzin.

4.3 Ró·zne prawdopodobieństwa

Niech prawdopodobieństwa znalezienia uk÷adu w stanie o energii En; b ¾ed ¾a ró·zne

dla ró·znych wartósci n :

W1 6= W2 6= ::: 6= WNtot : (4.25)

Rozwa·zmy sytuacj ¾e w której owe prawdopodobieństwa Wn(n) dane s ¾a wzorem:

Wn =
b

(n� Ntot
2
)2 + �2

4

; (4.26)

gdzie � = Ntot; natomiast b jest zde�niowane jako:

b =
1

Ntot
P

n=1

1

(n�
Ntot
2
)2+�2

4

: (4.27)

Sytuacj ¾e t ¾e zilustrowano na wykresie (rys.4.8.):

Najwieksze prawdopodobieństwo P (t) ma stan n = Ntot
2
, poniewa·z:

P (t) =

�

�

�

�

�

Ntot
X

n=1

Wne
�int

�

�

�

�

�

2

'
�

�

�
WNtot

2

e�i
Ntot
2
t
�

�

�

2

' 1; (4.28)

je·zeli � �! 0:

Nale·zy pami¾etác o tym, ·ze suma wszystkich prawdopodobieństw wynosi 1.
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Rysunek 4.8: Rozk÷ad prawdopodobieństwa Wn(n) dla Ntot = 10 i � = 10: Przery-
wana czerwona linia odcina argument n dla którego prawdopodobieństwo Wn jest
najwi ¾eksze

W1 +W2 + :::+WNtot = 1: (4.29)

Analogicznie do sytuacji z poprzedniego podrozdzia÷u b ¾edziemy liczýc praw-

dopodobieństwo P (t) dla Ntot = 2; 10; 100; 1000 :

P (t) =
Ntot
X

n=1

b

(n� Ntot
2
)2 + �2

4

e�int: (4.30)

Wykresy dla ró·znych prawdopodobieństw

Poni·zej przedstawiono wykresy (rys. od 4.9. do 4.18.) wygenerowane w pro-

gramie Mathematica dla wartósci Ntot = 2; 10; 100 oraz 1000; przy za÷o·zeniu, ·ze

W1 6= W2 6= ::: 6= WNtot : Na wykresach czerwon ¾a przerywan ¾a lini ¾a zaznaczony jest

czas t; w którym funkcja P (t) powraca do wartósci pocz ¾atkowej, czyli czas który

jest potrzebny aby stan uk÷adu powróci÷ do stanu pierwotnego.

Patrz ¾ac na wykresy P (t) dla tego przypadku, widác wp÷yw wielkósci � na prze-

bieg funkcji. Gdy wartósci � s ¾a du·ze (� = Ntot); to wykresy wygl ¾adaj ¾a bardzo

podobnie jak w poprzednim podrozdziale, gdzie prawdopodobieństwa Wn by÷y so-

bie równe. Natomiast gdy � przyjmuje mniejsz ¾a wartóśc rz ¾edu 1 lub 0.1, to wraz

z up÷ywem czasu, prawdopodobieństwo znalezienia uk÷adu w stanie takim jak na

pocz ¾atku, jest wi ¾eksze ni·z gdy Wn by÷y takie same dla ka·zdego n. Dla ma÷ych
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Rysunek 4.9: Prawdopodobieństwo P (t) w funkcji czasu dla Ntot = 2 i � = Ntot

Rysunek 4.10: Prawdopodobieństwo P (t) w funkcji czasu dla Ntot = 2 i � = 1

22



Rysunek 4.11: Prawdopodobieństwo P (t) w funkcji czasu dla Ntot = 2 i � = 0:1

Rysunek 4.12: Prawdopodobieństwo P (t) w funkcji czasu dla Ntot = 10 i � = Ntot
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Rysunek 4.13: Prawdopodobieństwo P (t) w funkcji czasu dla Ntot = 10 i � = 1

Rysunek 4.14: Prawdopodobieństwo P (t) w funkcji czasu dla Ntot = 10 i � = 0:1
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Rysunek 4.15: Prawdopodobieństwa P (t) w funkcji czasu dla Ntot = 100 i � = Ntot

Rysunek 4.16: Prawdopodobieństwo P (t) w funkcji czasu dla Ntot = 100 i � = 1
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Rysunek 4.17: Prawdopodobieństwo P (t) w funkcji czasu dla Ntot = 100 i � = 0:1

Rysunek 4.18: Prawdopodobieństwo P (t) w funkcji czasu dla Ntot = 1000 i � = 1:
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wartósci � funkcja P (t) nie osi ¾aga wartósci 0, przyjmuje wartósci zbli·zone do 1, co

świadczy o wiekszej stabilnósci takiego uk÷adu.

4.4 Korespondencja pomi ¾edzy formalizmem Shrödingera

i Heisenberga

W niniejszej pracy u·zywalísmy formalizmu Heisenberga z notacj ¾a Diraca. Ist-

nieje równie·z formalizm Shrödingera, który u·zywa funkcji falowej. W tabeli poni·zej

przedstawiono jak wygl ¾ada korespondencja pomi¾edzy tymi formalizmami.

Notacja Diraca Funkcja falowa

Stan w t = 0 jsi  (�!x )
Stany w÷asne energii jEni 'n(

�!x )
Operator Hamiltona Ĥ jEni = En jEni Ĥ'n(

�!x ) = En'n(
�!x )

Superpozycja energii jsi =
PN

n=1Cn jEni  (�!x ) =
PN

n=1Cn'n(
�!x )

Stan w chwili t j	(t)i 	(t;�!x )
Równanie Schrödingera i @

@t
j	(t)i = Ĥ j	(t)i i @

@t
	(t;�!x ) = Ĥ	(t;�!x )

Formalne rozwi ¾azanie j	(t)i = e�iĤt jsi 	(t;�!x ) = e�iĤt (�!x )
Rozwi ¾azanie w bazie energi j	(t)i =PN

n=1Cne
�iEnt jEni 	(t;�!x ) =PN

n=1Cne
�iEnt'n(

�!x )
Tab.2 Korespondencja pomi¾edzy formalizmem Shrödingera i formalizmem

Heisenberga.

Jak widác, te formalizmy s ¾a ze sob ¾a spójne. Wszystkie nasze rozwi ¾azania mog ¾a

býc równie·z przedstawione za pomoc ¾a formalizmu Shröedingera i funkcji falowej.

Jednak w tym przypadku wygodniejsze by÷o pos÷u·zenie si ¾e formalizmem Heisen-

berga.
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Rozdzia÷ 5

Opis tworzenia wykresów w

programie Mathematica

Celem tego rozdzia÷u jest wprowadzenie do środowiska programu Mathematica,

który pos÷u·zy÷ jako narz¾edzie do wykonania obliczeń oraz wykréslenia wykresów u·zy-

tych w niniejszej pracy. Mathematica jest programem wszechstronnym, u·zywanym

zarówno przy wykonywaniu prostej arytmetyki jak i skomplikowanych rachunków

na wi¾eksz ¾a skal ¾e.

Aby przybli·zýc dzia÷anie programu zosta÷y opisane i przedstawione na rysunkach

ogólne zasady dzia÷ania programu oraz wszystkie funkcje i polecenia u·zyte w tej

pracy.

W celu rozpocz¾ecia obliczeń uruchamiamy programWolframMathematica. Wybier-

amy zak÷adk¾e File ->New ->Notebook(.nb) (rys.5.1.): Otwiera to nowy zeszyt do

obliczeń.

Aby otrzymác wykresy takie jak u·zyte w niniejszej pracy post ¾epujemy wed÷ug

nast ¾epuj ¾acego planu.

Po otworzeniu nowego notatnika, pierwszym krokiem jest przypisanie wartósci

dla ka·zdego Wn i En (rys.5.2). Mo·zna to zrobíc poprzez wprowadzenie symbolu

i wartósci któr ¾a chcemy do niego przypisác, a nast ¾epnie postawienie mi ¾edzy nimi

znaków := . W celu uruchomnienia kompilatora naciskamy klawisze Shift+Enter:

Wpisywane wyra·zenia oznaczane s ¾a jako In[:::] := a ich wyniki jako Out[:::] = :

Niestety takie wprowadzanie danych w przypadku du·zej liczby wartósci n nie

mia÷oby sensu ze wzgl ¾edu na zbyt d÷ugi czas wpisywania po kolei wszystkich danych.

Nale·zy zatem zmienne En oraz Wn zde�niowac jako funkcje zale·zne od n (rys.5.3).

De�niuj ¾ac funkcj ¾e musimy pami¾etác o tym, ·zeby:

- nazwa funkcji zaczyna÷a si ¾e liter ¾a i nie zawiera÷a znaków specjalnych,

- funkcjom w÷asnym nadawác nazw¾e zaczynaj ¾ac ¾a si ¾e od ma÷ej litery, aby odrózníc

je od funkcji programu (Mathematica odró·znia ma÷e i wielkie lietery) [4].
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Rysunek 5.1: Otwieranie nowego pliku w programie Mathematica.

Rysunek 5.2: Przypisywanie danych w programie Mathematica

Rysunek 5.3: De�niowanie funkcji w programie Mathematica
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Sprawd́zmy jeszcze czy suma wszystkich prawdopodobieństw
Ntot
P

n=1

Wn wynosi 1.

Robimy to wpisuj ¾ac formu÷ ¾e Sum[:::] (rys.5.4).

Rysunek 5.4: Liczenie sumy w programie Mathematica

Utwórzmy list ¾e wszystkich Wn(n) przy pomocji opcji Table[:::] (rys.5.5).

Rysunek 5.5: Tworzenie listy za pomoc ¾a funkcji Table w programie Mathematica

Pósród instrukcji gra�cznych s ¾a takie, dzi ¾eki którymmo·zemy przedstawíc gra�cznie

dane liczbowe. Jedn ¾a z nich jest ListP lot; która wykrésla punkty (x1; y1); (x2;

y2) itd. U·zyjemy jej aby przedstawíc funkcj ¾e Wn(n) za pomoc ¾a wykresu punk-

towego (rys.5.6). Aby okréslíc wielkóśc plamki oznaczaj ¾acej punkty u·zywamy opcji

PlotStyle i dyrektywy PointSize [4]. Mo·zemy j ¾a zmieníc, a tak·ze inne w÷ásci-

wósci gra�czne wykresu, równie·z pos÷uguj ¾ac si ¾e oknem Drawing Tools z zak÷adki

Graphics:
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Mathematica posiada wiele opcji gra�cznych, które mody�kuj ¾a wygl ¾ad wykresów.

Przy opracowaniu wykresów znajduj ¾acych sie w niniejszej pracy u·zyto nast ¾epuj ¾a-

cych:

- PlotRange - okrésla zakres wspó÷rz ¾ednych osi OY;

- Ticks; T icksStyle - pozwalaj ¾a odpowiednio na zmian¾e skali osi i mody�kowanie

jej wielkósci;

- AxesLabel - opisuje osie OX i OY;

- AxesStyle - okrésla grubóśc osi;

- PlotStyle - pozwala na zmian¾e grubósci linii wykresu [4].

Rysunek 5.6: Tworzenie wykresu punktowego w programie Mathematica

Po wpisaniu wybranych formu÷ i wczytaniu ich, otrzymujemy zbiór punktów,

które zgodnie z za÷o·zeniem maj ¾a t ¾a sam ¾a wartóśc prawdopodobieństwa Wn dla

ka·zdego n: Wykres mo·zna mody�kowác przy u·zyciu zak÷adek wýswietlaj ¾acych si ¾e

bezpósrednio pod wykresem.

W kolejnym kroku de�nkujemy funkcj ¾e a(t) =
N
P

n=1

Wne
�iEnt; oraz funkcj ¾e P (t)

która jest równa kwadratowi modu÷u a(t): W celu otrzymania modu÷u z danego

wyra·zenia nale·zy u·zýc formu÷y Abs[:::] wpisuj ¾ac w nawias kwadratowy odpowiednie

wyra·zenie (rys.5.7).

Mamy ju·z wczytane wszystkie dane potrzebne do gra�cznej prezentacji funkcji
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Rysunek 5.7: De�niowanie funkcji w programie Mathematica

P (t) dla równych prawdopodobieństw Wn:

Podstawow ¾a instrukcj ¾a s÷u·z ¾ac ¾a do tego jest instrukcja Plot[f(x); fx; xmin; xmaxg];
która tworzy wykres funkcji f(x) w przedziale [xmin; xmax] (rys.5.8) [4].

W ten sposób otrzymalísmy wykres funkcji P (t) w przedziale [0; 10] dla pe÷nego

zakresu wspó÷rz ¾ednych osi OY. Na koniec u·zywaj ¾ac opcji z okna Drawing Tools z

zak÷adki Graphics rysujemy czerwon ¾a przerywan ¾a lini ¾e znacz ¾ac ¾a moment w którym

wykres powraca do wartósci pocz ¾atkowej (rys.5.9).

Wmiare wzrostu wartósci Ntot prawdopodobieństwo P (t) w chwilach ró·znych od

ca÷kowitej wielokrotnósci czasu Poincare, jest niewielkie, przyjmuje wartósci bliskie

zeru, przez co takie wykresy dla pe÷nego zakresu osi OY nie s ¾a w pe÷ni czytelne.

Dlatego przedstawione s ¾a one równie·z dla prawdopodobieństw z przedzia÷u od 0 do

0.001 lub od 0 do 0.0001.

Aby wygenerowác taki wykres zmieniamy zakres osi OY za pomoc ¾a opcji PlotRange

(rys.5.10).

W przypadku wykresów gdy prawdopodobieństwa Wn s ¾a ró·zne post ¾epujemy

podobnie. Nale·zy tylko zrede�niowác wartóścWn zgodnie z wartósciami jakie przyj-

muje w tym przypadku oraz przypisác wartósci zmiennym � i b (rys.5.11).

Sprawdzamy czy suma wszystkich prawdopodobieństwWn jest równa 1 (rys.5.12).

W kolejnych krokach post ¾epujemy analogicznie jak w przypadku wykresów dla

równych prawdopodobieństw Wn:

Wykresy u·zyte w rozdziale pierwszym (rozpad neutronu (rys.5.13), spin elek-

tronu (rys.5.14)) oraz w rodziale drugim (rys.5.15, rys.5.16) otrzymano u·zywaj ¾ac

formu÷y Plot oraz odpowiednich funkcji. Poni·zej przedstawiono formu÷y potrzebne

by otrzymác ka·zdy z tych wykresów.

Po skończonej pracy zapisujemy nasze dane. Z zak÷adki File wybieramy opcj ¾e

Save As (rys.5.17).

Plik programuMathematica mo·zemy zapisác równie·z z rozszerzeniem .pdf, .html
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Rysunek 5.8: Tworzenie wykresu w programie Mathematica
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Rysunek 5.9: U·zywanie zak÷adki Graphics w programie Mathematica

Rysunek 5.10: Zmienianie zakresu osi w programie Mathematica

34



Rysunek 5.11: Przypisywanie wartósci w programie Mathematica

Rysunek 5.12: Liczenie sumy w programie Mathematica
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Rysunek 5.13: Instrukcja otrzymania wykresu w programie mathematica dla roz-
padu neutronu
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Rysunek 5.14: Instrukcja otrzymania wykresu dla spinu elektronu.

Rysunek 5.15: Instrukcja otrzymania wykresu dla oscylatora harmonicznego.
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Rysunek 5.16: Instrukcja otrzymania wykresu trajektorii w przestrzeni fazowej.

Rysunek 5.17: Zapisywanie pliku w programie Mathematica
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lub innym (rys.5.18).

Rysunek 5.18: Zapisywanie pliku w programie Mathematica

Mathematica oferuje nam szeroki wybór us÷ug gra�cznych. Mo·zemy tworzýc

dzi ¾eki niej wykresy funkcji jednej i dwóch zmiennych, obrazowác pola wektorowe

oraz eksportowác wyniki pracy do innych programów. Przy tworzeniu pos÷ugujemy

si ¾e g÷ównie wpisywanymi instrukcjami, narz ¾edzia obs÷ugiwane myszk ¾a pe÷ni ¾a rol ¾e

uzupe÷niaj ¾ac ¾a. Jest to spowodowane tym, ·ze Mathematica tworzy gra�k¾e b ¾ed ¾ac ¾a

interpretacj ¾a obiektów matematycznych.

Jezyk programu Mathematica jest j ¾ezykiem wysokiego poziomu i kompilowác

mo·zna osobno cz¾ésci programów. Jest bardzo wiele gotowych poleceń umo·zliwia-

j ¾acych dokonywanie obliczeń oraz tworzenie wykresów. Program pomaga nie tylko

szybko otrzymywác wyniki, ale te·z wizualizowác je u÷atwiaj ¾ac interpretacj ¾e. Otrzy-

mane wyniki mog ¾a býc przygotowane do publikacji przy u·zyciu interfejsu i gotowych

narz¾edzi [4]. Środowisko Mathematica jest bardzo przejrzyste i intuicyjne, a pos÷ugi-

wanie si ¾e Pomoc ¾a, jest wygodne, poniewa·z znajduje si ¾e w niej wiele gotowych

przyk÷adów do samodzielnej nauki. Dzieki temu program ten jestr doskona÷ym

narz¾edziem pracy zarówno dla zaawansowanego u·zytkownika, jak i osoby pocz ¾atku-

j ¾acej.
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Rozdzia÷ 6

Podsumowanie

Niniejsza praca póswi ¾econa jest zagadnieniu czasu Poincare zwi ¾azanym z twierdze-

niem o powracaniu które mówi, ·ze ka·zdy zamkni ¾ety uk÷ad mo·ze wrócíc do stanu

pierwotnego po pewnym czasie.

Poj ¾ecie Poincare zosta÷o wyjásnione, omówiono warunki jakie musi spe÷niác

uk÷ad by mo·zna by÷o mówíc o jego powrocie do stanu pocz ¾atkowego. Zaznaczono

równie·z brak sprzecznósci mi ¾edzy twierdzeniem o powracaniu, a zjawiskiem entropii.

Mimo tego, ·ze uk÷ad ewoluuje w stron¾e uk÷adów bardziej prawdopodobnych nie jest

niemo·zliwe by powróci÷ do stanu pocz ¾atkowego.

Na przyk÷adzie spr¾e·zonych cz ¾asteczek gazu [2], spinu elektronu oraz rozpadu

neutronu (dla którego czas Poincare Tp okaza÷ si ¾e býc nieskończony), wyjásniono

poj ¾ecie prawdopodobieństwa P (t); powrotu uk÷adu do stanu pierwotnego.

Jednym z celów pracy by÷o pokazanie, ·ze zagadnienie czasu Poincare ma swoje

odzwierciedlenie równie·z w mechanice klasycznej. W rozdziale trzecim omówiono

poj ¾ecia przestrzeni i trajektorii fazowych. Wyprowadzono równanie ruchu jed-

nowymiarowego oscylatora harmonicznego za pomoc ¾a formalizmu Lagrange�a i for-

malizmu Hamiltona [3]. Zauwa·zono, ·ze czas Poincare w tym przypadku jest równy

jednemu obiegowi trajektorii przestrzeni fazowej.

Nast ¾epnie skupiono si ¾e na opisie zagadnienia czasu Poincare w j ¾ezyku mechaniki

kwantowej, co zosta÷o zrobione w rozdziale czwartym. Wyprowadzono wzór na

prawdopodobieństwo P (t); znalezienia uk÷adu podczas pomiaru w stanie takim jak

pierwotny. Zde�niowano prawdopodobieństwo Wn posiadania przez stan okréslonej

energii En: Obliczono, ·ze dla naszego uk÷adu w którym przyrost energii �E = 1;

czas Poincare Tp; potrzebny by uk÷ad wróci÷ do stanu pocz ¾atkowego wynosi:

Tp =
2�

�E
: (6.1)

G÷ównym celem pracy by÷o liczenie numeryczne prawdopodobieństwa P (t) i
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przedstawienie tej funkcji za pomoc ¾a wykresów. Prawdopodobieństwo P (t); by÷o

liczone dla ró·znych przypadków.

W pierwszym prawdopodobieństwo Wn posiadania przez stan energii En; by÷o

jednakowe dla ka·zdego n: Obliczenia zosta÷y wykonane dla ca÷kowitej liczby Ntot =

2; 10; 100; 1000:

W przypadku drugim, oprócz tego ·ze prawdopodobieństwa Wn by÷y ró·zne dla

ka·zdego n; to do wrozu dodano wspó÷czynniki b i �: Tak jak w przypadku pierwszym,

obliczenia wykonano dla Ntot = 2; 10; 100; 1000:

Po wygenerowaniu wykresów dla obu przypadków zaobserwowano, ·ze praw-

dopodobieństwo znalezienia uk÷adu w stanie takim jak pocz ¾atkowy osi ¾aga wartóśc

1 po up÷ywie czasu 2� dla ka·zdego z omówionych przypadków. Oznacza to, ·ze czas

Poincare dla naszego uk÷adu wynosi 2� zarówno dla równych jak i ró·znych wartósci

Wn oraz nie zale·zy od liczby Ntot:

Nast¾epne co zaobserwowano to czas, po którym prawdopodobieństwo znalezienia

uk÷adu w stanie takim jak pocz ¾atkowy spada do wartósci bliskich zeru. Jest on tym

krótszy, im wi¾eksza jest watróśc Ntot: Z tego powodu wykresy dla Ntot = 100 oraz

Ntot = 1000 nale·za÷o przedstawíc dla prawdopodobieństwa z przedzia÷u od 0 do

0.001 lub od 0 do 0.0001, poniewa·z prawopodobieństwo P (t) dla takich Ntot by÷o

niewielkie w chwilach ró·znych od ca÷kowitej wieloktotnósci czasu Poincare.

Patrz ¾ac na wykresy dla przypadku w którym prawdopodobieństwo Wn by÷o

ró·zne dla ka·zdego n; zaobserwowano wp÷yw wielkósci � na przebieg funkcji. Gdy

� przyjmowa÷o wartósci równe liczbie Ntot; wykresy prawdopodobieństwa P (t) w

funkcji czasu wygl ¾ada÷y bardzo podobnie jak te dla równych prawdopodobieństw

Wn: Natomiast gdy � przyjmowa÷o wartósci mniejsze, rz ¾edu 1 lub 0.1, wraz z up÷y-

wem czasu prawdopodobieństwo znalezienia uk÷adu w stanie takim jak pocz ¾atkowy

by÷o znacznie wi ¾eksze ni·z dla du·zych wartósci �: Dla ma÷ych � funkcja P (t) nie

osi ¾aga÷a wartósci 0, przyjmowa÷a wartósci zbli·zone do 1. Świadczy to o wi ¾ekszej

stablinósci takiego uk÷adu.

Wed÷ug wyników opisanych powy·zej wywnioskowano, ·ze wp÷yw na przebieg

funkcji P (t) ma liczba Ntot oraz �: Natomiast te liczby nie maj ¾a wp÷ywu na d÷ugóśc

czasu Poincare, który dla naszego uk÷adu w ka·zdym omówionym przypadku wynosi

Tp =
2�
�E
: Jednak, jak wczésniej wspomniano, wybralísmy przyrost �E równy 1.

Ciekawe jest to, jak prezentowa÷by sie przebieg funkcji gdyby przyrost energii nie

by÷ sta÷y, a prawdopodobieństwo Wn przyjmowa÷o losowe wartósci.

Wa·zn ¾a rol ¾e w niniejszej pracy spe÷ni÷ program Mathematica �rmy Wolfram Re-

search. By÷ on podstawowym narz¾edziem s÷u·z ¾acym do wykonywania obliczeń i

sporz ¾adzania wykresów. Program okaza÷ sie byc wszechstronny i prosty w obs÷udze.

Aby przybli·zýc wygl ¾ad środowiska Mathematica w rozdziale piatym opisano krok

po kroku w jaki sposób by÷y wykonywane obloczenia oraz wykresy. Program oferuje
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oczywíscie wi ¾eksze bogactwo funkcji, ni·z te wykorzystane tutaj, jednak ich opisowi

nale·za÷oby póswi ¾ecíc osobn ¾a prac¾e.

Powracanie od stanu pierwotnego po okréslonym czasie Tp jest równie·z znane

jako o·zywienie kwantowe funkcji falowej [1]. Zjawisko to zosta÷o eksperymentalnie

zaobserwowane w ró·znych uk÷adach. Wczesne eksperymenty opiera÷y si ¾e na bada-

niach atomów Rydberga [6][7][8]. Pó·zniej zaobserwowano to w kondensacji Bosego-

Einsteina [9] i w uk÷adzie o niskiej temperaturze z kilkoma atomami uwi ¾ezionymi w

potencjale sieci optycznej [10]. W obu przypadkach stan kwantowy by÷ spójny z su-

perpozycj ¾a energii oraz liczb ¾a stanów w÷asnych. Ostatnio zjawisko o·zywienia funkcji

falowej zaobserwowano w innym uk÷adzie �zycznym: stanie kwantowym fotonu we

wn¾ece QED [11] oraz dla funkcji falowych elektronów grafenu [12].

Mo·zemy odniéśc si ¾e równie·z do niedawnej pracy [13] w której o·zywienie kwan-

towe funkcji falowej jest badane przy u·zyciu klasycznych uk÷adów imituj ¾acych rów-

nania Shrödingera.

Mo·zliwa perspektywa obliczeńn przedstawionych w tej pracy jest sugerowana

przez niektóre z prac dóswiadczalnych cytowanych wy·zej [9][10][11].

Nale·zy rozwa·zýc przypadek gdy Ntot �!1; a wspó÷czynniki:

Cn = e�j�j
2=2 �

n

p
n!
; (6.2)

gdzie � jest liczba zespolon ¾a. Wybór ten odpowiada tzw. koherentnemu stanowi,

którego średnia energia jest obliczana jako j�j2 [14].
Problem liczbowy po÷ ¾aczony z tym przypadkiem wynika z granicy Ntot �!1: Z

praktycznego punktu widzenia, konieczne jest uwzgl ¾ednienie du·zej liczby poziomów

energetycznych. Inn ¾a ciekaw ¾a mo·zliwósci ¾a jest rozwa·zanie poziomów energii które

nie s ¾a jednakowo odleg÷e od siebie. W szczególnósci, w przypadku w którym skoki

energii sa losowe, mog ¾a násladowác rzeczywist ¾a sytuacj ¾e wyst ¾epuj ¾ac ¾a w du·zych

atomach lub uk÷adach molekularnych. W takim przypadku oczekuje si ¾e, ·ze stan

kwantowy nie wróci dok÷adnie do tego samego stanu pocz ¾atkowego.

Ciekawym zastosowaniem o·zywienia kwantowego funkcji falowej jest zwi ¾azane z

badaniami dotycz ¾acymi komputerów kwantowych [15]. Kontrola kubitów odgrywa

wa·zn ¾a rol ¾e w pracy nad powstawaniem komputerów kwantowych. Zjawisko o·zy-

wienia funkcji falowej oznacza, ·ze stan kwantowy nie traci swoich kwantowych w÷as-

ciwósci. Jest to niezb ¾edne dla rozwoju tej dziedziny.
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Wydawnictwo Naukowe, 1984.

[3] Taylor J.R., "Mechanika klasyczna tom 2", Wydawnictwo Naukowe PWN,

Warszawa 2006.

[4] Grzymkowski R., Kapusta A., Kuboszek T., Slota D., "Mathematica 6",

Wydawnictwo Pracowni Komputerowej Jacka Skalmierskiego, 2008.

[5] Shankar R., "Mechanika kwantowa", Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa

2006.

[6] Rempe G., Walther H., Klein N., �Observation of quantum collapse and revival

in a one-atom maser,� Physical Review Letters, vol. 58, pp. 353�356, jan 1987.

[7] J. Yeazell, M. Mallalieu, and C. Stroud, �Observation of the collapse and revival

of a Rydberg electronic wave packet�, Physical Review Letters, vol. 64, pp.

2007�2010, Apr. 1990.

[8] J. Wals, H. Fielding, J. Christian, L. Snoek, W. van der Zande, H. van Linden

van den Heuvell, �Observation of Rydberg wave packet dynamics in a Coulom-

bic and magnetic �eld�, Physical Review Letters, vol. 72, pp. 3783�3786, June

1994.

[9] M. Greiner, O. Mandel, T.W. Haensch, I. Bloch, �Collapse and revival of the

matter wave �eld of a Bose-Einstein condensate� Nature 419, 2002.

[10] S. Will, T. Best, U. Schneider, L. Hackermueller, D. Luehmann, I. Bloch "Time-

resolved observation of coherent multi-body interactions in quantum phase re-

vivals", Nature 465 (2010).

[11] G. Kirchmair, B. Vlastakis, Z. Leghtas, S. E. Nigg, H. Paik, E. Ginossar, M.

Mirrahimi, L. Frunzio, S. M. Girvin, and R. J. Schoelkopf, �Observation of

44



quantum state collapse and revival due to the single-photon Kerr e¤ect,� Na-

ture, vol. 495, pp. 205�209, 2013.

[12] V. Krueckl and T. Kramer, �Revivals of quantum wave packets in graphene,�

New Journal of Physics, vol. 11, p. 093010, 2009.

[13] M. Dubois, G. Lefebvre, P. Sebbah, "Quantum revival for elastic waves in thin

plate", arXiv:1611.05202.

[14] https://en.wikipedia.org/wiki/Coherent_states

[15] I. Bahari, T. P. Spiller, S. Dooley, A. Hayes, F. McCrossan, Ćollapse and revival
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