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Rozdziatl 1

Wstep

Mechanika kwantowa jest teoria fizyczng odnoszaca sie do zjawisk zachodza-
cych w Swiecie bardzo malych obiektéw, ktorych nie sposéb opisa¢ za pomocsy
mechaniki klasycznej. Mimo badania mechaniki kwantowej od lat i wyjasnieniu
wielu weze$niej stabo zbadanych probleméw, nadal pozostaje w niej wiele ciekawych
aspektéw wartych lepszego poznania.

Jednym z nich jest pojecie czasu Poincare T),, ktérego analizie poSwigcona jest
niniejsza praca. Pojecie czasu Poincare wystepuje réwniez w mechanice klasycznej
i jego funkcjonowanie w tej dziedzinie bedzie przedstawione w tej pracy. Czas
Poincare wigze sie z twierdzeniem o powracaniu ktére méwi, ze kazdy zamkniety
uklad moze wréci¢ do stanu pierwotnego po pewnym czasie t. Celem tej pracy jest
zbadanie jak diugi jest czas potrzebny na to, by uklad powrdécit do stanu pierwot-
nego. Chcemy réwniez zbadac, jak w ciagu uplywu tego czasu bedzie zmienialo si¢
prawdopodobienstwo P(t), powrotu ukladu do stanu pierwotnego. Istotne sa tez
czynniki majace wplyw na wyzej wymienione, czas i prawdopodobienstwo P(t). Ich
analizg zajmiemy sie w tej pracy.

Zjawisko powracania ma swoje zobrazowanie réwniez w fizyce eksperymentalne;j.
Jest to niezwykle ciekawy temat zaréwno dla teoretykéw jak i fizykéw eksperymen-
tatoréw. Przeprowadzono juz pare eksperymentéw, ktére dotyczyly tego zjawiska
1f9)-

W rozdziale drugim, opisano warunki jakie musza by¢ spelnione aby mozna byto
mowic o powrocie danego systemu w konteksScie czasu Poincare. Wyjasniono réwniez
istote prawdopodobienstwa znalezienia ukladu w stanie poczatkowym oraz czasu
Poincare na przykladzie sprezonych czasteczek gazu [2], spinu elektronu i rozpadu
neutronu.

W rozdziale trzecim, za pomoca trajektorii w przestrzeni fazowej, przedstawiono
istote czasu Poincare w mechanice klasycznej. Wykorzystano do tego przyktad jed-
nowymiarowego oscylatora harmonicznego. Trajektorie punktu przedstawiono na

wykresie [3].



W czwartym rozdziale przedstawiono pojecie czasu Poincare dla mechaniki kwan-
towej. Po wyprowadzeniu wzoru na prawdopodobienstwo P(t), znalezienia ukladu
w stanie takim jak poczatkowy, rozwazono je dla dwéch réznych przypadkéw: pier-
wszy, w ktérym prawdopodobienstwo W, posiadania przez stan okreslonej energii
E, jest takie samo dla kazdego n, oraz drugi, w ktérym te prawdopodobienstwa
sg rozne. Kazdy z przypadkéw zostal zilustrowany za pomoca wykreséw. Wszys-
tkie zagadnienia dotyczace mechaniki kwantowej przedstawione zostaly za pomoca
formalizmu Heisenberga z uzyciem notacji Diraca. Istniejg réwniez inne sposoby
opisywania mechaniki kwantowej, np. za pomocg formalizmu Shrodingera. Poréw-
nanie obu tych obrazéw mechaniki kwantowej zaprezentowano w tabeli znajdujacej
sie w rozdziale czwartym.

Wszystkie obliczenia oraz wykresy funkcji znajdujace sie w tej pracy, zostaly
wykonane za pomoca programu Mathematica firmy Wolfram Research. W rozdziale
piatym przyblizono dzialanie programu poprzez dokladny opis dzialania oraz zilus-
trowanie funkcji potrzebnych do stworzenia obliczen i wykreséw uzytych w niniejszej
pracy do zobrazowania pojecia czasu Poincare. Mathematica jest jednym z na-
jbardziej popularnych programéw do wykonywania obliczen symbolicznych i nu-
merycznych. Program dzigki bogactwu funkcji jest doskonalym narzedziem pracy

nie tylko dla matematykow, ale tez fizykow i wielu innych [4].



Rozdzial 2

Czas Poincare

2.1 Pojecie ogdlne

Twierdzenie Poincare jest to twierdzenie odnoszace sie do ukladéw dynam-
icznych posiadajacych miare niezmiennicza. Opisuja one wlasnosci ruchu dla kazdego
punktu opisywanego uktadu: trajektoria takiego punktu wraca nieskonczenie wiele
razy do dowolnie malego otoczenia punktu startowego. Aby mozna bylo méwic
o powrocie danego systemu w kontekscie czasu Poincare wektory polozenia i pedu
wszystkich czasteczek tego systemu musza by¢ zgodne ze stanem pierwotnym. Bedziemy
bada¢ czasows ewolucje prawdopodobienstwa znalezienia ukladu w stanie takim jak
pierwotny uzywajac funkcji P(t). Prawdopodobienstwo znalezienia ukladu w stanie
takim jak pierwotny jest réwne 1 w chwili poczatkowej ¢t = 0 oraz po czasie Poincare
T,.

P(0)=P(0+1T,) =1. (2.1)
Aby lepiej zilustrowaé prawdopodobienstwa P(t) oraz czasu Poincare 7}, ponizej

przedstawiono kilka przyktadow.

2.2 Sprezone czasteczki gazu

Rozwazmy przypadek, w ktérym w polowie naczynia stloczono czasteczki gazu,
pozostawiajac w drugiej potowie préznie. Nastepnie usunigeto przegrode rozdziela-
jaca obie polowy i gaz zostal rozprezony [2]. Wedtug twierdzenia Poincare rozprezony
gaz powinien po pewnym czasie samoistnie powréci¢ do stanu pierwotnego, czyli
zgromadzi¢ sie¢ w pierwszej polowie.

Opisana powyzej komora z przegroda wypethiona gazem jest ukltadem izolowanym.
Warto zauwazy¢, ze twierdzenie o powracaniu nie stoi w sprzecznosci z drugg zasadg

termodynamiki. W ujeciu fizyki statystycznej druga zasada termodynamiki méwi,



ze uklad ewoluuje w strone uktadéw bardziej prawdopodobnych, tj. stanéw o wiek-
szej entropii. W przyrodzie nie jest natomiast niemozliwe to, ze uklad powraca do
stanéw o mniejszej entropii, ale jest to mato prawdopodobne. Zjawisko powracania
moze byt zrealizowane gdy rozwazany czas ewolucji ukladu jest odpowiednio diugi,
jak ma to miejsce w tym przypadku. Zilustrujemy owe rozwazania przyktadem.

Niech uktad ztozony bedzie z dwéch rozréznialnych czasteczek ktére oznaczamy
A1 B. Czasteczki te zamkniete sa w naczyniu ktére podzielone jest przegroda na dwie
czesdci miedzy ktérymi czasteczki moga swobodnie przechodzi¢. Ruch czasteczek jest
niezalezny.

Mikrostanem ukladu nazywamy kazde rozmieszczenie czastek w obu czeSciach
naczynia.

Makrostanem uktadu nazywamy rozktad liczby czastek w obu czeSciach naczy-
nia. W naszym przypadku mozemy miec¢ cztery rézne mikrostany, ktére odpowiadaja
trzem réznym makrostanom.

Liczbe wszystkich mozliwych mikrostanéw realizujacych dany stan makroskopowy
nazywamy wagg statystyczna danego makrostanu [2]. Ponizej przedstawiono tabele

prezentujaca podzial dwéch czastek miedzy dwie poléwki naczynia.

Mikrostany Makrostany Waga
Czgstki w lewej Czgstki w Czgstki w lewej Czgstki w statystyazna
komorze prawej komorze prawej
komorze komorze

A B - 2 0 1 Pierwszy
mikrostan

A, B 0 2 1 Drugi
mikrostan

A B 1 1 2 Trzeci
B A 1 1 makrostan

Tab.1 Podzial dwéch czasteczek miedzy dwie komory naczynia.

Zgodnie z drugg zasada termodynamiki uktad ewoluuje od stanéw makroskopowych
pierwszego i drugiego do stanu trzeciego. Entropia uktadu w danym stanie makroskopowym

jest okre§lona jako:
S=kInT, (2.2)

gdzie k - stala Boltzmanna, I' - waga statystyczna. Przy czym zgodnie z hipoteza
Boltzmanna wszystkie stany mikroskopowe sg jednakowo prawdopodobne [2].
Matematyczne prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w danym stanie makroskopowym
otrzymujemy dzielac odpowiednie wagi statystyczne przez liczbe wszystkich mozli-
wych mikrostanéw (w tym przypadku przez cztery).
Dla N-rozréznialnych czasteczek liczba wszystkich mikrostanéw tzn. sosobéw

podzialu na dwie czeéci naczynia, wynosi 2. Gdy N jest liczbg Avogadro Ny =

4



6.022 * 10 liczba dostepnych mikrostanéw jest ogromna, a stan pelnego uporzad-
kowania (wszystkie czasteczki w jednej z komor) jest realizowany tylko na jeden
sposéb [2].

Najwicksza wage statystyczng majg makrostany odpowiadajace réwnomiernemu
rozktadowi czasteczek miedzy obie czeSci naczynia.

Pomimo, ze czas powracania uktadu do stanu w ktérym czastki sttoczone sg
w jednej czeSci naczynia jest bardzo diugi, to jest skonczony. Mozna zauwazyc, ze
szacowany czas na to potrzebny dla 1 mola gazu bytby dluzszy niz czas istnienia
Wszechswiata.

To ttumaczy, ze skoro czas Poincare jest tak diugi zjawisko samoistnego stloczenia
czasteczek nie jest obserwowane w przyrodzie. Mozna zatem wygtosi¢ regute mowiaca,
ze ci$nienia gazu w obu komorach sie wyréwnuja, co odpowiada sytuacji, ze czasteczki
réwnomiernie rozkltadaja si¢ w obu komorach.

Zmacznie ciekawszy wydaje sie ukiad zlozony tylko z jednej czastki, np. po-
jedynczego neutronu, masy zawieszonej na sprezynie czy pojedynczego elektronu.
Przypadki te oméwimy juz iloSciowo w nastepnych rozdzialach liczac ile dla nich

wynosi czas Poincare.

2.3 Spin elektronu

Spin elektronu jest réwny % Jako S, okreslony jest spin oznaczany jako T lub |
. Przyjeto, ze dla czasu t = 0 elektron ma spin oznaczony jako T . Po uplywie czasu
t spin elektronu zostal zmieniony na | .

Ponizej zapisano réwnanie ktore okresla w jaki sposéb zmienia sie spin elektronu:

1S.(t)) = cos(wt) |1) + sin(wt) 1) - (2.3)

Prawdopodobienstwo tego, ze elektron jest w stanie takim jak w chwili ¢ = 0

dane wzorem:

P(t) = [(1 [S:(t))]* = | cos(wt)[* = cos*(wt) , (2.4)

gdzie w = 1, przedstawiono na wykresie (rys.2.1.).
Na wykresie zaznaczono linig przerywang punkt w ktérym wartoS¢ funkeji P()
powraca do wartosci 1. Mozemy zauwazy¢, ze czas Poincare w tym przypadku

;T
Wynosi =.
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Rysunek 2.1: Czasowa zalezno$¢ prawdopodobienstwa znalezienia elektronu w stanie
takim jak poczatkowy.

2.4 Rozpad neutronu

W pudetku umieszczony jest neutron. Rozpada si¢ on na proton, elektron oraz
antyneutrino elektronowe:

n— ptte +7,. (2.5)

Sredni czas zycia neutronu wynosi okoto 7,, &~ 880s . Prawdopodobienstwo P(t),
znalezienia w pudetku neutronu w chwili £ = 0, wynosi 1. Badamy ewolucje czasowsa
prawdopodobienistwa tego, ze uklad znajduje si¢ w stanie takim jak poczatkowy
(rys.2.2.):

P(t) = e 7. (2.6)

Jesli prawdopodobienstwo P(t) (gdzie t # 0), byloby réwne 1, czyli doktad-
nie takie jak dla czasu t = 0, to czas, w ktérym dokonano pomiaru bylby czasem
Poincare 7, dla tego uktadu. Jednak w powyzszym przypadku prawdopodobienstwo
znalezienia neutronu w pudetku maleje wraz z uplywem czasu. W tej sutuacji
czas Poincare jest nieskonczony 7, — oo . Uklad nie powraca wigc do stanu

poczatkowego. Twierdzenie Poincare o powracaniu w takim przypadku zawodzi.
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Rysunek 2.2: Zalezno$¢ prawdopodobienstwa P(t) znalezienia neutronu w funkcji
czasu t.



Rozdzial 3

Czas Poincare w mechanice

klasycznej

Istote czasu Poincare T,,, w mechanice klasycznej mozna przedstawi¢ za po-
moca trajektorii w przestrzeni fazowej. Przestrzen fazowa jest przestrzenig wszyst-
kich mozliwych stanéw badanego uktadu. Stan uktadu mechanicznego to punkt w
przestrzeni fazowej. Warunki poczatkowe, czyli dwie zmienne - polozenie z(0) = z
i predko$¢ #(0) = 0, oraz réwnanie ruchu w pemi determinuja ewolucje ukladu.
W miare uplywu czasu punkt okreSlony przez polozenie i predkosé (z(t), #(t)),
przemieszcza si¢ po dwuwymiarowej przestrzeni i zakresla krzywa, zatem wyznacza
w przestrzeni fazowej trajektorie zlozong z kolejnych stanéw w jakich bedzie sie zna-
jdowaé uklad. Te trajektorie nazywamy trajektorig fazowa [3]. Dzieki niej otrzymu-
jemy przejrzysty obraz ruchu uktadu. Czas Poincare 7}, to czas, jaki jest potrzebny
aby uktad powrdécit do punktu poczatkowego.

Aby zobrazowaé czas Poincare w mechanice klasycznej, postuzmy sie przykta-
dem jednowymiarowego oscylatora harmonicznego w dwuwymiarowej przestrzeni
wspOtrzednych potozenia i predkoéci (z,).

Badany uktad to sprezyna o wspolczynniku sprezystoSci k, na koncu ktoérej
umieszczono cialo o masie m - kulke (rys.3.1.).

Poczatkowo sprezyna jest wychylona z potozenia réwnowagi o x( i zostaje wy-
puszczona. Predko$¢ poczatkowa kulki #(0), wynosi 0.

Funkcja Lagrange’a L, zdefiniowana jako réznica energii kinetycznej

1
T = §m§c2 (3.1)
(gdzie & = fl—f i m - masa czastki), i energii potencjalnej
L s



jest postaci:

L=T-V.

Rysunek 3.1: Uktad ztozony z kulki o masie m zawieszonej na sprezynie o wspotczyn-
niku sprezystoSci k znajdujacy sie¢ w polozeniu réwnowagi 0 oraz bedacy wychylony
z polozenia réwnowagi o xg.

(3.3)

7, zasady najmniejszego dzialania otrzymujemy réwnanie Eulera - Lagrange’a:

oL doJL
i A4
Ox  dt oz’ (34)
gdzie x, & to uogdlnione potozenie i predkosc.
oL
— = mi[5], (3.5)
ox
d OL
—a—_ = mi, (3.6)
dt 9y
oL
— =—k 3.7
mi = —kz. (3.8)
Warunki poczatkowe uktadu to:
z(0) = o, (3.9)
#(0) =0 (3.10)
Rozwigzaniem réwnania mi = —kx, przy podanych warunkach poczatkowych



jest:
x(t) = xq cos(wt). (3.11)

Alternatywnie mozna przedstawi¢ to za pomocg formalizmu Hamiltona.

Aby przejst do tego formalizmu nalezy zdefiniowa¢ uogélniony ped:

_ oL _

= ma. 3.12
Ox (312)

p
Funkcje Hamiltona otrzymujemy przez transformate Legendre’a i jest ona postaci:
H=pi—-L. (3.13)

Réwnania kanoniczne w tym formalizmie maja nastepujaca postac:

t=91 p=-51 [5]. (3.14)

Funkcja Hamiltona tego oscylatora ma nastepujaca postac:

2 2
P kx

H=—+—. 3.15

2m + 2 ( )

Przez przestrzen fazowa rozumiemy iloczyn kartezjanski potozen i pedéw uogdl-
nionych. Portretem fazowym nazywamy zbiér punktéw spemiajacych réwnania

kanoniczne dla danego zagadnienia. R6wnania kanoniczne przedstawmy w postaci:

N/
p=Lo 2 (3.17)

= ——2x. 3.18
z mx ( )

Oznaczajac % = w?, otrzymujemy klasyczne réwnanie oscylatora harmonicznego,
przedstawiajace zalezno$¢ polozenia kulki z, od czasu t, ktére po uwzglednieniu

warunkéw poczatkowych ma postac:
x(t) = xq cos(wt), (3.19)
gdzie xg - amplituda, w - czestos¢ drgan. Zauwazmy, ze otrzymaliSmy to samo

rozwiazanie problemu jak w formalizmie Lagrange’a. Ponizej przedstawiono wykres

funkcji (rys.3.2.) potozenia od czasu x(t) dla w =1 :

10
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Rysunek 3.2: Zaleznos¢ funkcji polozenia kulki x od czasu ¢

Zauwazmy, ze energie catkowita naszego oscylatora mozna zapisa¢ jako:

P mws?
+

E = = const. (3.20)

m 2
Po podzieleniu obustronnie przez F, otrzymujemy:

P2 mow?z?

1=
2mE+ 2F

(3.21)

Definiujemy py = v2mE i ¢y = i—i Otrzymujemy réwnanie elipsy postaci:

pA(t) | x(t)?
5 2
Po o)

=1. (3.22)

Ponizej przedstawiono wykres (rys.3.3.) trajektorii w przestrzeni fazowej, gdzie

0§ pozioma odpowiada zmiennej z(t), a 0§ pionowa zmiennej p(t). Przedstawiona

trajektoria odpowiada krzywej zakre§lanej przez punkt (z, p), w miare uptywu czasu

7 zasady zachowania energii wynika, ze trajektorie musza by¢ elipsami, czyli

trajektoriami zamknietymi. Dla innych ukladéw trajektorie fazowe nie sg elipsami,

ale tworza krzywe zamkniete lub powracaja bardzo blisko punktu poczatkowego [3].

Sprawia to, ze uklad nieskoniczenie wiele razy powréci do stanu poczatkowego, co

w oczywisty sposéb koresponduje z twierdzeniem o powtarzalnoSci. Czestotliwosc

powracania w, wiaze si¢ z czasem Poincare T}, poprzez w = %: Wymnika z tego, ze

T, = 5. Trajektoria w przestrzeni fazowej dokonuje pelnego obiegu w ciagu jednego

cyklu, ktérego czas trwania jest réwny czasowi Poincare.

11



Rysunek 3.3: Trajektoria punktu w przestrzeni fazowej
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Rozdzial 4

Czas Poincare w mechanice

kwantowej

4.1 Pojecie ogdlne

W tym rozdziale przedstawimy istote czasu Poincare w mechanice kwantowe;.

Stan uktadu w chwili ¢ = 0, okreslamy jako:

|s) - (4.1)
Jako baze przyjmujemy baze réznych stanéw energii:
{IE)}, (4.2)

gdzien =1,2,3, ..., Nio.
{IEn)} =A1E1) | E2) s oos | Bt ) } - (4.3)

W niniejszej pracy beda rozwazane przypadki dla N;,; = 2,10, 100, 1000.
Roéwnanie wlasne ma postac:
H|E,) = E, |E,), (4.4)

gdzie H - operator Hamiltona naszego ukladu. Wybieramy, ze Fy = 1, Ey = 2,
E3; =3,...Ey,,, = Ny (dla dowolnej jednostki).
Kazdy stan jest superpozycja réznych stanéw, ktére maja okreSlone energie.

Stan ukladu wyraza zatem suma:

|s) = Z Ch |Ep) - (4.5)

13



Prawdopodobienstwo tego, ze uklad jest w stanie |s) o energii F,,, oznaczamy
jako |C,|?. Zatem |C}|* to prawdopodobiefistwo, ze stan |s) ma energie E1, |Cs|? to
prawdopodobiefstwo, ze stan |s) ma energie Fs, itd.

Cy, Cy, ..., Cy,,, to liczby zespolone.

|C,|? to liczba rzeczywista > 0.

Nalezy zaznaczy¢, ze z warunku normalizacji suma wszystkich |C,,|> wynosi 1.
IC1 17+ |Co)? + .. + | O, |* = 1 (4.6)

Wedlug réwnania Shrodingera:

019(t))

o= (), (1.7)

i
gdzie h = 1. Mozemy okresli¢ stan poczatkowy jako:
B(0) = |s). (48)
Stan ukladu w czasie ¢, jest okre§lony jako:

(1) = e s), (49)
 Niot Niot .
[T(t)) =e ™Y Co|E) =Y Coe |E,). (4.10)
n=1 n=1
Stanem whasnym H jest |E,.), zatem:

Niot

(T(t)) = Coe™ " |E,) . (4.11)

Prawdopodobienstwo tego, ze w chwili ¢, gdy dokonamy pomiaru uklad znalazt

sie w stanie |s), takim jak poczatkowy wynosi:

P() = |(2(0) 1) = [{s] e ]s)] (4.12)

co przedstawiamy jako:

Niot 2

> We !
n
n=1

gdzie W,, = |C,|?, i jest prawdopodobiefistwem tego, ze stan |s) ma energie E,,.

P(t) = (4.13)

Y

Przyjmijmy, ze E, = n, gdzie n = 1,2, 3... Otrzymujemy wtedy:

Niot 2

E W,e ™
n
n=1

14

P(t) = (4.14)




Prawdopodobiefistwa P(t = 0) i P(t = T,,), musza by¢ sobie réwne i wynosi¢ 1.

Przyjmujac, ze 1), = 27, otrzymamy:

2 2

Niot Niot

Z Wne—in(27r) Z Wne—Zimr
n=1 n=1

Powyzsza réwnoS¢ mozna uargumentowac nastepujaco.

P(t =T, =2r) = - —1=P(0).  (4.15)

W ogélnej formie e~ ma postaé e?¥ = cos ¢ +isin ¢. Przyjmujac ¢ = nt = n2x

otrzymamy:
e~ """ = cos(—27mn) + isin(—27n) = cos(27n) — isin(27wn). (4.16)
Podstawiajac kolejne wartoSci n do wzoru otrzymamy:

cos(0) =1 sin(0) =0
cos(2r) =1 sin(27) =0 (4.17)

cos(2mn) =1 sin(2mn) =0

7, czego wynikajg nastepujace réwnosci:

cos(2mn) — isin(2mn) = 1, (4.18)
e P =1, (4.19)
T, = or. (4.20)

Co dowodzi, ze czas Poincare wynosi 27.

W niniejszej pracy beda rozwazane dwa uklady réznigce si¢ warunkami poczatkowymi.
W przypadku pierwszego uktadu prawdopodobienstwo W,,, jest stale dla kazdej
wartosci energii F,,, natomiast w przypadku drugim, prawdopodobienstwo to sie
zmienia wraz ze zmiang energii.

W ogélnosci dla przyrostu energii AF = 1, gdzie By = AFE, Ey; = 2AFE...

En,,, = NiqtAFE czas Poincare wynosi:

2T

Im AFE mniejsze, tym bardziej czas Poincare sie wydluza. Jesli AE — 0,
to T, — oo. Im bardziej skomplikowany stan, tym czas Poincare jest dluzszy,

znacznie dluzszy niz czas istnienia Wszechs§wiata.

15



4.2 Roéwne prawdopodobienstwa

Rozwazmy ukiad, w ktérym prawdopodobienstwa W,,, ze stan ma energie F,,,

sg takie same dla kazdego n:
W1 = W2 = ... = WNtot' (422)
Zaleznost W, (n) gdy n = 1,2, ..., 10 przedstawia rys.4.1.

o

0.8f
0.6f
0.4r

0.2¢

=

0 2 4 6 3 10

Rysunek 4.1: Rozktad prawdopodobienstwa W, (n) gdy Wi = Wy = ... = Wy,,, dla
Ntot - 10

Prawdopodobienstwo tego, ze uktad jest w stanie o energii F,,, oznaczamy:

1
W, =|C,]* = N (4.23)

Przyjmijmy, ze E,, = n. Prawdopodobienstwo tego, ze w chwili ¢, uktad jest w

stanie takim jak poczatkowy mozna zapisa¢ jako:

Niot

(4.24)

Prawdopodobienistwo P(t), zaréwno t = 0, jak i ¢ = T, wynosi 1. Wobec
Ntot 2

powyzszego oraz formuly P(t) = anlwne_mt‘ , mozna zauwazy¢, ze 1), = 2.

Otrzymane réwnania wprowadzono do programu Mathematica za pomocg odpowied-
nich formul, a nastepnie na ich podstawie zostaly wygenerowane wykresy przedstaw-
iajace prawdopodobienstwo W,,(n), oraz funkcje prawdopodobienstwa P(t).

Wykresy dla ré6wnych prawdopodobienstw
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Ponizej przedstawiono wykresy (rys. od 4.2 do 4.7), otrzymane za pomocs
programu Mathematica dla wartosci N;,; = 2,10, 100 oraz 1000, przy zalozeniu, ze
Wy =Wy = ... = Wy,,,- Na wykresach czerwong przerywang linia zaznaczony jest
czas t, po ktérym funkcja P(t) powraca do wartoSci poczatkowej, czyli czas ktory

jest potrzebny aby stan uktadu powrdécit do stanu pierwotnego.

P(t)
1.0

0.8r
0.61
0.4¢

0.2¢

u‘_

3 2w 5

=
-

[¥5)

T 3w

ST

Rysunek 4.2: Zaleznosé prawdopodobienstwa P(t) od czasu t dla Ny, = 2

P(t)
1.0

0.8¢

0.6F

0.4¢

0.2¢

[STE]

i 3x 2 2z 3m

~
a

Rysunek 4.3: Zaleznoé¢ prawdopodbienistwa P(t) od czasu t dla Ny, = 10

Mozna zauwazyc¢, ze prawdopodobienstwo tego, ze uklad jest w stanie takim jak
poczatkowy, osiaga wartos¢ 1 po uplywie czasu 2w. Czas Poincare T}, wynosi wigc
2.
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P(t)
1.0t

0.8
0.6

0.4

T 3I.?r 5I.‘-‘T I
b 5 2 5 3w

t

]

Rysunek 4.4: Zaleznos¢ prawdopodobienstwa P(t) od czasu t dla Ny, = 100

P(t
0.0010( )

0.0008
0.0006
0.0004

0.0002

t

5
2

3w

0 % T > 2T 3nx

Rysunek 4.5: Zaleznoé¢ prawdopodobienstwa P(t) od czasu t dla Ny = 100 i
zakresu (0 — 0.001)
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P(t)
1.0¢

0.8}
0.6}
0.4}

0.2}

.?Ir : 3I.‘-‘T 5'.?1 ' t
3 T > 2 5 3w

Rysunek 4.6: Zaleznos¢ prawdopodobienstwa P(t) od czasu t dla Ny, = 1000

P(t
0.0001(- )

0.00008
0.00006
0.00004

0.00002

0 321 T 3?” 2m 57” 3w t

Rysunek 4.7: Zaleznoé¢ prawdopodobienstwa P(t) od czasu t dla Ny, = 1000 i
zakresu (0 — 0.0001)
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Dla zwiekszenia czytelnosci wykreséw dla N;,; = 100 oraz N;,; = 1000, przed-
stawiono je réwniez w dolnej czesci, tzn. dla prawdopodobienstwa z przedzialu od
0 do 0.001 lub od 0 do 0.0001. Umotywowane jest to tym, ze prawdopodobienstwo
tego, ze uklad powrdéci do stanu poczatkowego jest niewielkie w chwilach réznych od
catkowitej wielokrotnosci czasu Poincare.

Zauwazmy, ze im wigksza jest wartoS¢ Ny, tym krétszy jest czas po ktérym
prawdopodobienistwo znalezienia uktadu w stanie takim jak poczatkowy spada do
wartosci bliskich zeru. Inaczej méwiac, prawdopodobienstwo tego, ze uktad powrdci
do stanu takiego jak poczatkowy w chwili réznej od czasu Poincare, jest tym mniejsze,
im wiecej jest dopuszczalnych stanéw w ktérych moze znalez¢ sie uktad. Mozna przy-
puszczac, ze szybko§¢ zmian prawdopodobienstwa P(t), dla czaséw bliskich T, jest
rosnacy funkcjg liczby stanéw w jakich moze znajdowac sie uklad.

Nadmienmy, ze czas potrzebny do wygenerowania wykresu w programie Mathe-
matica byt tym dluzszy, im wigksza byta liczba Ny,;. Do wykonania jednego wykresu

procesor o zegarze 1.6 GHz potrzebowal nawet kilku godzin.

4.3 Rozne prawdopodobienstwa

Niech prawdopodobienistwa znalezienia uktadu w stanie o energii F,,, beda rézne

dla réznych wartosci n :

Wy 7é Ws % # WNtot' (425)
Rozwazmy sytuacje w ktorej owe prawdopodobiefistwa W, (n) dane sg wzorem:

b

Wy = , 4.26
CEETE: (20
gdzie A = Ny, natomiast b jest zdefiniowane jako:
1
b= N . (4.27)
1
n=1 (nfh)ZJr A42
Sytuacje te zilustrowano na wykresie (rys.4.8.):
Najwieksze prawdopodobienistwo P(t) ma stan n = Né"f, poniewaz:
Ntot . ? N 2
P(t) = > Whe ™| ~ ‘WL et (4.28)
2
n=1

jezeli A — 0.

Nalezy pamietac o tym, ze suma wszystkich prawdopodobienstw wymnosi 1.
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Wn(n)

0.12¢

0.10f
0.09¢
0.08¢
0.07¢

S S
Rysunek 4.8: Rozklad prawdopodobienstwa W,,(n) dla N;,; = 10 i A = 10. Przery-

wana czerwona linia odcina argument n dla ktérego prawdopodobienstwo W,, jest
najwigksze

Wi+ Wo+ ...+ Wy, =1 (4.29)

Analogicznie do sytuacji z poprzedniego podrozdzialu bedziemy liczy¢ praw-
dopodobienstwo P(t) dla N, = 2,10, 100, 1000 :

Ntot

P(t)=Y_ b e . (4.30)

n=1

Wykresy dla r6znych prawdopodobienstw

Ponizej przedstawiono wykresy (rys. od 4.9. do 4.18.) wygenerowane w pro-
gramie Mathematica dla wartoSci Ny, = 2,10,100 oraz 1000, przy zalozeniu, ze
Wy # Wy # ... # Wh,,,. Na wykresach czerwona przerywana linig zaznaczony jest
czas t, w ktérym funkcja P(t) powraca do wartoéci poczatkowej, czyli czas ktéry

jest potrzebny aby stan uktadu powrécit do stanu pierwotnego.

Patrzac na wykresy P(t) dla tego przypadku, wida¢ wpltyw wielkoSci A na prze-
bieg funkcji. Gdy wartoéci A sa duze (A = Nyn), to wykresy wygladaja bardzo
podobnie jak w poprzednim podrozdziale, gdzie prawdopodobienstwa W,, byly so-
bie réwne. Natomiast gdy A\ przyjmuje mniejszg wartoS¢ rzedu 1 lub 0.1, to wraz
z uplywem czasu, prawdopodobienstwo znalezienia ukladu w stanie takim jak na

poczatku, jest wieksze niz gdy W, byly takie same dla kazdego n. Dla malych
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u‘_

i 3x 2 X

3w

(STE]S

Rysunek 4.9: Prawdopodobiefistwo P(t) w funkcji czasu dla Ny = 21 A = Ny

0.2¢

t

u‘_

2z 27 24 3m

Py
“

<
SN
=)
(¥S)

Rysunek 4.10: Prawdopodobienistwo P(t) w funkcji czasu dla Nypy =21 A =1
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FO

0.8} l
0.6}
0.4t
0.2¢
0 i',—r T 37” 2:?r 5,,—” 3|?r t

Rysunek 4.11: Prawdopodobienistwo P(t) w funkcji czasu dla Ny =21 A = 0.1

P(t)

i
i

t

N
N

- 27 37

wm'
(V8]
=

I-J|
w|

Rysunek 4.12: Prawdopodobiefistwo P(t) w funkcji czasu dla Ny; = 101 A = Ny
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.:I'r H 5..?r .
B 2m 5 3m

T

o
wEE
(FS)

Rysunek 4.13: Prawdopodobienstwo P(t) w funkcji czasu dla Ny =101 A =1

o)
0.8f
0.6}
0.4}
0.2}
0 ’;r T 37” 2:?r 57” 3|?r t

Rysunek 4.14: Prawdopodobienistwo P(t) w funkcji czasu dla Ny =101 A = 0.1
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0.8
0.6
04
0.2
0 i—f T 37” 2r 57” 3 I?r t

Rysunek 4.15: Prawdopodobienistwa P(t) w funkcji czasu dla Ny = 100 1 A = Ny

t

u‘_

g g '
o 2T 5 3w

T

=
st
(¥S)

Rysunek 4.16: Prawdopodobienstwo P(t) w funkcji czasu dla Ny = 1001 A =1
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0.8}
0.6}
0.4}
0.2t
0 321 T 3?” 2=rr 57” 3|7r t

Rysunek 4.17: Prawdopodobienistwo P(t) w funkcji czasu dla Ny = 1001 A = 0.1

t

u‘_

L 2r 2z 3w

A
-

<
SIEY
5
w

Rysunek 4.18: Prawdopodobienistwo P(t) w funkcji czasu dla Ny,; = 1000 1 A = 1.
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wartoSci A funkcja P(t) nie osiaga wartosci 0, przyjmuje wartoSci zblizone do 1, co

Swiadczy o wiekszej stabilnosci takiego uktadu.

4.4 Korespondencja pomiedzy formalizmem Shrédingera

i Heisenberga

W niniejszej pracy uzywaliSmy formalizmu Heisenberga z notacja Diraca. Ist-

nieje réwniez formalizm Shrodingera, ktory uzywa funkcji falowej. W tabeli ponizej

przedstawiono jak wyglada korespondencja pomiedzy tymi formalizmami.

Notacja Diraca

Funkcja falowa

Stanwit=0

[5)

Y(T)

Stany wilasne energii

| En)

(Pn(?>

Operator Hamiltona

H‘Pn(?) = EnSOn(E>

Superpozycja energii

[5) = >y Cn | Bn)

Y(T) =301 Coipn(T)

Stan w chwili ¢

V()

U(t,7)

Réwnanie Schrodingera

ig V() = H|v()

i2U(t,7)=HY(t,7)

Formalne rozwigzanie

¥ () = e " |s)

U(t, 7) = e Y(T)

Rozwiazanie w bazie energi

[F(1) = Sony Coe™ """ |Ey)

U(t,7) =N Cpe Pt (T)

Tab.2 Korespondencja pomiedzy formalizmem Shrodingera i formalizmem

Heisenberga.

Jak widac¢, te formalizmy sa ze soba spéjne. Wszystkie nasze rozwigzania moga

by¢ réwniez przedstawione za pomoca formalizmu Shroedingera i funkcji falowej.

Jednak w tym przypadku wygodniejsze bylo postuzenie si¢ formalizmem Heisen-

berga.
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Rozdzial 5

Opis tworzenia wykresow w

programie Mathematica

Celem tego rozdziatu jest wprowadzenie do srodowiska programu Mathematica,
ktory postuzyt jako narzedzie do wykonania obliczen oraz wykreslenia wykreséw uzy-
tych w niniejszej pracy. Mathematica jest programem wszechstronnym, uzywanym
zaréwno przy wykonywaniu prostej arytmetyki jak i skomplikowanych rachunkéw
na wieksza skale.

Aby przyblizy¢ dziatanie programu zostaly opisane i przedstawione na rysunkach
ogblne zasady dzialania programu oraz wszystkie funkcje i polecenia uzyte w tej
pracy.

W celu rozpoczecia obliczen uruchamiamy program Wolfram Mathematica. Wybier-
amy zaktadke File ->New ->Notebook(.nb) (rys.5.1.). Otwiera to nowy zeszyt do

obliczen.

Aby otrzyma¢ wykresy takie jak uzyte w niniejszej pracy postepujemy wedlug
nastepujacego planu.

Po otworzeniu nowego notatnika, pierwszym krokiem jest przypisanie wartoSci
dla kazdego W, i E, (rys.5.2). Mozna to zrobi¢ poprzez wprowadzenie symbolu
i wartosci ktorg chcemy do niego przypisac, a nastepnie postawienie miedzy nimi
znakow := . W celu uruchomnienia kompilatora naciskamy klawisze Shift + Enter.

Whpisywane wyrazenia oznaczane sg jako In[...| := a ich wyniki jako Out[...] = .

Niestety takie wprowadzanie danych w przypadku duzej liczby wartosci n nie
mialoby sensu ze wzgledu na zbyt diugi czas wpisywania po kolei wszystkich danych.

Nalezy zatem zmienne FE,, oraz W, zdefiniowac jako funkcje zalezne od n (rys.5.3).

Definiujac funkcje musimy pamietaé o tym, zeby:
- nazwa funkcji zaczynala sie literg i nie zawierata znakéw specjalnych,
- funkcjom wtasnym nadawaé nazwe zaczynajaca sie od malej litery, aby odréznic¢

je od funkcji programu (Mathematica odréznia male i wielkie lietery) [4].
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Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

New »| Notebook (.nb) CtrleN
Open... Ctr+0 Slide Show...

Close Ctrl+F4 Demeonstration

Close All Shift+Ctrl+F4
Save Ctrl+S
Save As... ShiftsCtri+§ Fackege LmJ

Save Selection As... Text File (.bdt)
KP[-L=E2=tl;
Revert...

Styled Notebook...

CDF Preview »
CDF Export » |+ All, Axeslabel » {Style["t ", FontSize -+ 30], Style["P (i

Install... icks -> {Range[0, 3Pi, Pi/2], Automatic}]

Send To...
Printing Settings 2
Print... Ctrl+P

Print Preview...

1 ZeszytMathematical.nb

2 decaygmallstatesequal.nb
3 ZeszytMathematica2.nb

4 Examples.nb

5 Untitled-1.nb

6 classicalme...sexample.nb
7 decayqmwnBreitWigner.nb
8 decayqmalls...sequal-1.nb

Exit

Rysunek 5.1: Otwieranie nowego pliku w programie Mathematica.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

= wl = 1/2;

w2=1/2;
El :=1;
E2 :=2;

Rysunek 5.2: Przypisywanie danych w programie Mathematica

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

mea= Enfn ] :=n;
wln ] :=1/10;

Rysunek 5.3: Definiowanie funkcji w programie Mathematica
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Niot
Sprawdzmy jeszcze czy suma wszystkich prawdopodobienstw W, wynosi 1.
n=1

Robimy to wpisujac formule Sum]...] (rys.5.4).

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

mea= Enfn ] :=n;

wln ] :=1/10;
wor- Sum[w[n], {n, 1, 10}] // N 1]
ouffoE 1. jJ

increase precision '~ integer part [~/ digits rational approximation more.. (2 £

Rysunek 5.4: Liczenie sumy w programie Mathematica

Utwoérzmy liste wszystkich W,,(n) przy pomocji opcji Table]...] (rys.5.5).

‘Fie Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

q A
wea= BEnln ] 1= n;

wln ] :=1/10;

wrop- Sum[w[n], {n, 1, 10}] // N

]

ouroF 1. j
w2~ tab = Table[{n, w[nl}, {n, 1, 10}] ]
o {fa ) {2 ) B ) (o B o 3D ﬂ
(o o (= o) fo 35k o o) [ 1) |
[

Assuming a matrix | Use as a list of pairs instead

plot points T flatten  di i more.. -3 =

—a

Rysunek 5.5: Tworzenie listy za pomoca funkcji T'able w programie Mathematica

Posréd instrukeji graficznych sa takie, dzigki ktérym mozemy przedstawic graficznie
dane liczbowe. Jedna z nich jest ListPlot, ktéra wykreSla punkty (xi, v1), (2,
y2) itd. Uzyjemy jej aby przedstawi¢ funkcje W, (n) za pomocg wykresu punk-
towego (rys.5.6). Aby okre§li¢ wielkoS¢ plamki oznaczajacej punkty uzywamy opcji
PlotStyle i dyrektywy PointSize [4]. Mozemy ja zmienié, a takze inne wlasci-

wosci graficzne wykresu, réwniez postugujac sie oknem Drawing Tools z zakladki
Graphics.
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Mathematica posiada wiele opcji graficznych, ktére modyfikuja wyglad wykreséw.
Przy opracowaniu wykreséw znajdujacych sie w niniejszej pracy uzyto nastepuja-
cych:

- Plot Range - okresla zakres wspotrzednych osi OY;;

- Ticks, TicksStyle - pozwalajg odpowiednio na zmiane skali osi i modyfikowanie
jej wielkosci;

- AzxesLabel - opisuje osie OX i OY;

- AzxesStyle - okre§la grubo$¢ osi;

- PlotStyle - pozwala na zmiane gruboéci linii wykresu [4].

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

w4- ListPlot[tab, PlotRange - {0, 1},
AxesLabel -» {Style["n ", FontSize - 30],
Style["Wn(n)", FontSize + 30]},
PlotStyle - {{Thickness[0.005]}}, TicksStyle - Large,
AxesStyle - Thickness[0.002]]

WII n

1.0-( )
0.8}
0.6+

Oul[74}= u

0.4}

0.2}

0 2 ' 8 10

frame - axes - imagesize - plotstyle... more. @ =] E Q

100% =

Rysunek 5.6: Tworzenie wykresu punktowego w programie Mathematica

Po wpisaniu wybranych formut i wezytaniu ich, otrzymujemy zbiér punktéw,
ktére zgodnie z zalozeniem maja ta sama warto§¢ prawdopodobienstwa W, dla
kazdego n. Wykres mozna modyfikowaé przy uzyciu zakladek wys$wietlajacych sie

bezposrednio pod wykresem.

N
W kolejnym kroku definkujemy funkcje a(t) = > W,e ! oraz funkcje P(t)

n=1
ktéra jest réwna kwadratowi modutu a(t). W celu otrzymania modutu z danego

wyrazenia nalezy uzy¢ formulty Abs|...] wpisujac w nawias kwadratowy odpowiednie
wyrazenie (rys.5.7).

Mamy juz wczytane wszystkie dane potrzebne do graficznej prezentacji funkcji
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‘Fil: Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

o= aft ] := Sum[w[n] *xExp[-d*xEn[n] *£], {n, 1, 10}];

- plt_] := Abs[a[£]]~2

Rysunek 5.7: Definiowanie funkcji w programie Mathematica

P(t) dla réwnych prawdopodobienstw W,,.

Podstawows instrukcja stuzaca do tego jest instrukcja Plot[f(x), {Z, Tmin, Tmax }],
ktéra tworzy wykres funkcji f(z) w przedziale [Zmin, Tmax] (rys.5.8) [4].

W ten sposéb otrzymaliémy wykres funkeji P(t) w przedziale [0, 10] dla pelmego
zakresu wspéhrzednych osi OY. Na koniec uzywajac opcji z okna Drawing Tools z
zaktadki Graphics rysujemy czerwong przerywana linie znaczaca moment w ktérym
wykres powraca do wartosci poczatkowej (rys.5.9).

W miare wzrostu warto$ci N, prawdopodobienstwo P(t) w chwilach réznych od
catkowitej wielokrotnosci czasu Poincare, jest niewielkie, przyjmuje wartoSci bliskie
zeru, przez co takie wykresy dla pelnego zakresu osi OY nie sa w pelni czytelne.
Dlatego przedstawione sg one rowniez dla prawdopodobienstw z przedziatu od 0 do
0.001 lub od 0 do 0.0001.

Aby wygenerowa¢ taki wykres zmieniamy zakres osi OY za pomoca opcji Plot Range
(rys.5.10).

W przypadku wykreséw gdy prawdopodobienstwa W, sa rézne postepujemy
podobnie. Nalezy tylko zredefiniowat wartos¢ W, zgodnie z warto$ciami jakie przyj-
muje w tym przypadku oraz przypisa¢ wartoSci zmiennym A i b (rys.5.11).

Sprawdzamy czy suma wszystkich prawdopodobiefistw W,, jest réwna 1 (rys.5.12).

W kolejnych krokach postepujemy analogicznie jak w przypadku wykreséw dla
réwnych prawdopodobienstw W,,.

Wykresy uzyte w rozdziale pierwszym (rozpad neutronu (rys.5.13), spin elek-
tronu (rys.5.14)) oraz w rodziale drugim (rys.5.15, rys.5.16) otrzymano uzywajac
formuty Plot oraz odpowiednich funkcji. Ponizej przedstawiono formuty potrzebne
by otrzyma¢ kazdy z tych wykreséw.

Po skonczonej pracy zapisujemy nasze dane. 7 zaktadki F'ile wybieramy opcje
Save As (rys.5.17).

Plik programu Mathematica mozemy zapisa¢ réwniez z rozszerzeniem .pdf, .html
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

o= alt ] 1= Sum[w[n] *Exp[-4*En[n] ], {n, 1, 10}]1; ]
wn-plE_] 1= Abs[a[t]]172 ]

wr- Plot[p[t], {t, 0, 10}, PlotRange - All,
AxesLabel -» {Style["t ", FontSize - 30],
Style["P(t)", FontSize - 30]},
PlotStyle -» {{Thickness[0.005]}}, TicksStyle - Large,
AxesStyle - Thickness[0.002],
Ticks -> {Range[0, 3Pi, Pi/2], Automatic}]

outTE}=

frame - axes - imagesize - plotstyle.. more.. (2 =] B (]

Rysunek 5.8: Tworzenie wykresu w programie Mathematica
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Drawing Tools
 Tools

Ly v ® AT
. « |/ |w O 7 2E
wrm= Plot[p[t], {t, 0, 10}, PlotRange - All, fine

AxesLabel » {Style["t ", FontSize - 30], Ay, ST

wm= p[t_] := Abs[a[t]]*2

we= alt ] 1= Sum[w[n] *Exp[-i*En[n] *t], {n, 1, 10}]; ]
]

Style["P(t)", FontSize - 301}, "[':"]
PlotStyle -» {{Thickness[0.005]}},
Group Arrange
TicksStyle - Large, il 0 "
AxesStyle - Thickness[0.002], o Distribate
Ticks -> {Range [0, 3Pi, Pi/2], Automatic}] ENIEN RET RN BTy T
™ 1 ol || | =
- Fill
| Morecoors - Draw fil
Opaciy
TR
L] ~ Stroke

Opadity
J 1
Thickness (Scaled 3)
o t ‘ I i
T EX S 3]1' Caps | Square ¥ | joins | Miter ¥
2 - ) =
Miter Limit
< > r 3
100% = B

Rysunek 5.9: Uzywanie zaktadki Graphics w programie Mathematica

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

neze- Plot[p[t], {t, 0, 10}, PlotRange -» {0, 0.001},
AxesLabel » {Style["t ", FontSize - 30],
Style["P(t)", FontSize - 30]},
PlotStyle » {{Thickness[0.005]}}, TicksStyle - Large,
AxesStyle » Thickness[0.002],
Ticks -> {Range[0, 3Pi, Pi/2], Automatic}]
" P(b) ) 1 ’
0.0010
0.0008
0.0006
Out{SE}= 4
0.0004
0.0002
t
3
0 2 | J

37
2
MOore...

@ e

frame - axes - imagesize - plot style...

Rysunek 5.10: Zmienianie zakresu osi w programie Mathematica
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Paleites Window Help

2= NEot = 100; ]
npg= En[n ] 1= n; ]

3= A 1= Ntot

1
b:= 1/ Sum[ , {n, 1, utot)] // N
(n-Ntot/2)"24+1%2/4

Rysunek 5.11: Przypisywanie warto$ci w programie Mathematica

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

- Neot = 100; ]
npep= En[n ] 1= n; ]
4= A = Ntot ]
1
b:=1/ sun . {n, 1, Btot)] // W
(n-Ntot/2)*2+2%2/4
- :

4= wn ] :=
- (n-Ntot/2)*2+2%2/4

Sum[w[n], {n, 1, Ntot}]

ouiss 1. il

rational approximation integerpart ~| digits precision more.. (& 5 B3 o

Rysunek 5.12: Liczenie sumy w programie Mathematica
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File Edit Inset Format Cell hics  Eval

Plot[{e */**°}, {t, 0, 5000}, PlotRange » {0, 1},
PlotRange - All,
AxesLabel - {Style["t ", FontSize - 30],
Style["P(t)", FontSize - 30]},
PlotStyle - {{Thickness[0.005]}}, TicksStyle - Large,
AxesStyle » Thickness[0.002] ]

0 1000 2000 3000 4000 5000

Rysunek 5.13: Instrukcja otrzymania wykresu w programie mathematica dla roz-
padu neutronu
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{Cos[t]®}, {t, 0, 10}, PlotRange - All,
AxesLabel » {Style["t ", FontSize - 30],
Style["P(t)", FontSize - 30]},
PlotStyle - {{Thickness[0.005]}}, TicksStyle -» Large,
AxesStyle -» Thickness[0.002],
Ticks -> {Range[0, 3Pi, Pi/2], Automatic}]

EXs sn
= 27 = 3m

[STE
=

Rysunek 5.14: Instrukcja otrzymania wykresu dla spinu elektronu.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{Cos[t]}, {t, 0, 10}, PlotRange - All,
AxesLabel » {Style["t ", FontSize - 30],
Style["x(t)", FontSize -» 30]},
PlotStyle - {{Thickness[0.005]})}, TicksStyle - Large,
AxesStyle - Thickness[0.002],
Ticks -> {Range[0, 3Pi, Pi/2], Automatic}]

X(t)

1.0
05\ /\
. . : t
5
2 2" 2n . 3rx

—0.5¢

-1.0¢

Rysunek 5.15: Instrukcja otrzymania wykresu dla oscylatora harmonicznego.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

ParametricPlot[{Cos[t], -1/2%Sin[t]}, {t, 0, 2Pi},
PlotRange - All,
AxesLabel » {Style["x ", FontSize -» 30],
Style["p(x)", FontSize - 30]},
PlotStyle - {{Thickness[0.005]}}, TicksStyle - Large,
AxesStyle -» Thickness[0.002]]

p(x)

Rysunek 5.16: Instrukcja otrzymania wykresu trajektorii w przestrzeni fazowej.

Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
New 3
Open... Ctr+ 0
Close Ctrl+F4
Close All Shift+Ctrl+F4
Save Ctrl+S
Save As... Shift+Ctrl+S
Save Selection As... b {n, 1, “tOt}] //N

Revert...

CDF Preview 4
CDF Export 3

Install... ot} ]

Send To... }, Axeslabel - {Style["n ", FontSize -+ 30], Style["Wn(n)"

Printing Settings 4
Print... Ctrl+P «t1, {n, 1, Ntot}]:
Print Preview...

1 kss.nb

2 ZeszytMathematicaZ.nb

3 Untitled-2.nb

4 Examples.nb

5 Untitled-1.nb

6 ZeszytMathematical.nb
7 decayqmallstatesequal.nb
8 Untitled-1.nb

-+ All, AxesLabel » {Style["t ", FontSize »30], Style["E(
Ficks -> {Range[0, 3Pi, Pi/2], Antomatic}]

Exit

Rysunek 5.17: Zapisywanie pliku w programie Mathematica
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lub innym (rys.5.18).

IFiIe Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

T 0 « Uzytkownicy » A » Pulpit » WYKRESY v ¢ Przeszukaj: WYKRESY
Organizuj v Nowy folder = -
~
¢ Ulubione pi. b b1,
1=, Ostatnie migjsca :“: : :::
& Pobrane :: :: :::
B Pulpit b1 b1 pi
P <5 <
B Pulpit Examples Zesztha]thematic ZeszthaZthemktlc
B Ruda ’ °
AppData
.| Dokumenty
5= Kontakty
# Linki
¥ Muzvka 5

Nazwa pliku: = ZeszytMathematica2

Zapisz jako typ: | Mathematica Notebook (*.nb)
Mathematica Notebook (*.nb)
Computable Document (*.cdf)
* Ukryj foldery Mathematica Package (*.m)
Plain Text (*.bd)

, U.gLaTeX Document (*.tex)
PostScript Document (".ps)

PDF Document (*.pdf)
n(l Rich Text Format (*.rtf)
10 Web Page (*.html)

[ XML -- XHTML+MathML (xml)

Rysunek 5.18: Zapisywanie pliku w programie Mathematica

Mathematica oferuje nam szeroki wybér ustug graficznych. Mozemy tworzy¢
dzigki niej wykresy funkcji jednej i dwéch zmiennych, obrazowaé¢ pola wektorowe
oraz eksportowa¢ wyniki pracy do innych programoéw. Przy tworzeniu postugujemy
si¢ gléwnie wpisywanymi instrukcjami, narzedzia obstugiwane myszka penia role
uzupelniajaca. Jest to spowodowane tym, ze Mathematica tworzy grafike bedaca
interpretacja obiektéw matematycznych.

Jezyk programu Mathematica jest jezykiem wysokiego poziomu i kompilowac
mozna osobno czeSci programéw. Jest bardzo wiele gotowych polecen umozliwia-
jacych dokonywanie obliczen oraz tworzenie wykreséw. Program pomaga nie tylko
szybko otrzymywaé¢ wyniki, ale tez wizualizowa¢ je ulatwiajac interpretacje. Otrzy-
mane wyniki moga byt przygotowane do publikacji przy uzyciu interfejsu i gotowych
narzedzi [4]. Srodowisko Mathematica jest bardzo przejrzyste i intuicyjne, a postugi-
wanie sie Pomoca, jest wygodne, poniewaz znajduje sie¢ w niej wiele gotowych
przykltadéw do samodzielnej nauki. Dzieki temu program ten jestr doskonalym

narzedziem pracy zaréwno dla zaawansowanego uzytkownika, jak i osoby poczatku-

jacej.
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Rozdzial 6

Podsumowanie

Niniejsza praca poswigcona jest zagadnieniu czasu Poincare zwigzanym z twierdze-
niem o powracaniu ktére mowi, ze kazdy zamkniety uklad moze wréci¢ do stanu
pierwotnego po pewnym czasie.

Pojecie Poincare zostalo wyjasnione, oméwiono warunki jakie musi spelniac¢
uktad by mozna byto méwi¢ o jego powrocie do stanu poczatkowego. Zaznaczono
réwniez brak sprzeczno$ci miedzy twierdzeniem o powracaniu, a zjawiskiem entropii.
Mimo tego, ze uktad ewoluuje w strone uktadéw bardziej prawdopodobnych nie jest
niemozliwe by powrécil do stanu poczatkowego.

Na przykladzie sprezonych czasteczek gazu [2], spinu elektronu oraz rozpadu
neutronu (dla ktérego czas Poincare T, okazal si¢ by¢ nieskoficzony), wyjaéniono
pojecie prawdopodobienstwa P(t), powrotu ukladu do stanu pierwotnego.

Jednym z celéw pracy bylo pokazanie, ze zagadnienie czasu Poincare ma swoje
odzwierciedlenie réwniez w mechanice klasycznej. W rozdziale trzecim oméwiono
pojecia przestrzeni i trajektorii fazowych. Wyprowadzono réwnanie ruchu jed-
nowymiarowego oscylatora harmonicznego za pomoca formalizmu Lagrange’a i for-
malizmu Hamiltona [3]. Zauwazono, ze czas Poincare w tym przypadku jest réwny
jednemu obiegowi trajektorii przestrzeni fazowe;.

Nastepnie skupiono sie na opisie zagadnienia czasu Poincare w jezyku mechaniki
kwantowej, co zostalo zrobione w rozdziale czwartym. Wyprowadzono wzoér na
prawdopodobiefistwo P(t), znalezienia uktadu podczas pomiaru w stanie takim jak
pierwotny. Zdefiniowano prawdopodobienistwo W,, posiadania przez stan okre$lonej
energii F,. Obliczono, ze dla naszego uktadu w ktérym przyrost energii AE = 1,

czas Poincare T),, potrzebny by uktad wrécit do stanu poczatkowego wymnosi:

e 2T

b= g (6.1)

Gléwnym celem pracy bylo liczenie numeryczne prawdopodobienstwa P(t) i
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przedstawienie tej funkcji za pomoca wykreséw. Prawdopodobienstwo P(t), bylo
liczone dla réznych przypadkow.

W pierwszym prawdopodobienstwo W,, posiadania przez stan energii F,, bylo
jednakowe dla kazdego n. Obliczenia zostaly wykonane dla catkowitej liczby Ny, =
2,10, 100, 1000.

W przypadku drugim, oprécz tego ze prawdopodobienstwa W,, byly rézne dla
kazdego n, to do wrozu dodano wspotczynniki b i A. Tak jak w przypadku pierwszym,
obliczenia wykonano dla N;,; = 2,10, 100, 1000.

Po wygenerowaniu wykreséw dla obu przypadkéw zaobserwowano, ze praw-
dopodobienstwo znalezienia ukladu w stanie takim jak poczatkowy osigga wartoSc
1 po uptywie czasu 27 dla kazdego z oméwionych przypadkéw. Oznacza to, ze czas
Poincare dla naszego uktadu wynosi 27 zaréwno dla réwnych jak i réznych wartosci
W,, oraz nie zalezy od liczby Ny

Nastepne co zaobserwowano to czas, po ktérym prawdopodobienstwo znalezienia
ukladu w stanie takim jak poczatkowy spada do wartosci bliskich zeru. Jest on tym
krétszy, im wieksza jest watroS¢ Niy. Z tego powodu wykresy dla Ny, = 100 oraz
Ny = 1000 nalezalo przedstawi¢ dla prawdopodobienstwa z przedzialu od 0 do
0.001 lub od 0 do 0.0001, poniewaz prawopodobienstwo P(t) dla takich Ny, bylo
niewielkie w chwilach réznych od catkowitej wieloktotnosci czasu Poincare.

Patrzac na wykresy dla przypadku w ktéorym prawdopodobienstwo W, bylo
rézne dla kazdego n, zaobserwowano wplyw wielko$ci A\ na przebieg funkcji. Gdy
A przyjmowalo warto$ci réwne liczbie N, wykresy prawdopodobienstwa P(t) w
funkcji czasu wygladaly bardzo podobnie jak te dla réwnych prawdopodobienstw
W,,. Natomiast gdy A przyjmowalo wartosci mniejsze, rzedu 1 lub 0.1, wraz z upty-
wem czasu prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w stanie takim jak poczatkowy
bylo znacznie wigksze niz dla duzych wartoéci A\. Dla matych A funkcja P(t) nie
osiggala wartoSci 0, przyjmowata wartosci zblizone do 1. Swiadczy to o wigkszej
stablinosci takiego uktadu.

Wedtug wynikéw opisanych powyzej wywnioskowano, ze wplyw na przebieg
funkeji P(t) ma liczba Ny, oraz A. Natomiast te liczby nie maja wpltywu na dhugosé
czasu Poincare, ktéry dla naszego uktadu w kazdym oméwionym przypadku wynosi
1T, = %. Jednak, jak wcze$niej wspomniano, wybraliémy przyrost AE réwny 1.
Ciekawe jest to, jak prezentowalby sie przebieg funkcji gdyby przyrost energii nie
byt staty, a prawdopodobienstwo W,, przyjmowalo losowe wartosci.

Wazna role w niniejszej pracy spelnit program Mathematica firmy Wolfram Re-
search. Byl on podstawowym narzedziem stuzacym do wykonywania obliczen i
sporzadzania wykreséw. Program okazal sie byc wszechstronny i prosty w obstudze.
Aby przyblizy¢ wyglad $rodowiska Mathematica w rozdziale piatym opisano krok

po kroku w jaki sposéb byly wykonywane obloczenia oraz wykresy. Program oferuje
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oczywiscie wigksze bogactwo funkcji, niz te wykorzystane tutaj, jednak ich opisowi
nalezaloby poswieci¢ osobng prace.

Powracanie od stanu pierwotnego po okreSlonym czasie 7T, jest réwniez znane
jako ozywienie kwantowe funkcji falowej [1]. Zjawisko to zostato eksperymentalnie
zaobserwowane w réznych ukladach. Weczesne eksperymenty opieraly sie na bada-
niach atoméw Rydberga [6][7][8]. Pézniej zaobserwowano to w kondensacji Bosego-
Einsteina [9] i w ukladzie o niskiej temperaturze z kilkoma atomami uwigzionymi w
potencjale sieci optycznej [10]. W obu przypadkach stan kwantowy byl spéjny z su-
perpozycja energii oraz liczba stanéw wlasnych. Ostatnio zjawisko ozywienia funkcji
falowej zaobserwowano w innym uktadzie fizycznym: stanie kwantowym fotonu we
wnece QED [11] oraz dla funkcji falowych elektronéw grafenu [12].

Mozemy odnie$¢ sie réwniez do niedawnej pracy [13] w ktérej ozywienie kwan-
towe funkcji falowej jest badane przy uzyciu klasycznych ukladéw imitujacych réw-
nania Shrodingera.

Mozliwa perspektywa obliczenn przedstawionych w tej pracy jest sugerowana
przez niektére z prac doswiadczalnych cytowanych wyzej [9][10][11].

Nalezy rozwazy¢ przypadek gdy Ny — 00, a wspoélczynniki:

Claf2/2 "

C,=c Il/\ﬁ’ (6.2)
gdzie a jest liczba zespolong. Wybdr ten odpowiada tzw. koherentnemu stanowi,
ktérego érednia energia jest obliczana jako |a| [14].

Problem liczbowy polaczony z tym przypadkiem wynika z granicy N;,; — 00. Z
praktycznego punktu widzenia, konieczne jest uwzglednienie duzej liczby pozioméw
energetycznych. Inng ciekawa mozliwoScig jest rozwazanie pozioméw energii ktére
nie sg jednakowo odlegle od siebie. W szczegélnosci, w przypadku w ktérym skoki
energii sa losowe, moga na$ladowa¢ rzeczywisty sytuacje wystepujaca w duzych
atomach lub ukladach molekularnych. W takim przypadku oczekuje sig¢, ze stan
kwantowy nie wréci doktadnie do tego samego stanu poczatkowego.

Ciekawym zastosowaniem ozywienia kwantowego funkcji falowej jest zwigzane z
badaniami dotyczacymi komputeréw kwantowych [15]. Kontrola kubitéw odgrywa
wazng role w pracy nad powstawaniem komputeréw kwantowych. Zjawisko ozy-
wienia funkcji falowej oznacza, ze stan kwantowy nie traci swoich kwantowych wias-

ciwosci. Jest to niezbedne dla rozwoju tej dziedziny.
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