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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit den Eigenschaften von Hadronen, die als gebundene Zustén-
de von Quarks und Gluonen auftreten. Zunéchst wird eine allgemeine Studie der hadronischen
Modelle der QCD présentiert: hierbei spielen Eigenschaften im Limes einer grofien Zahl N. von
Quark Farbtransformationen und die Diskussion iiber die Zusammensetzung von Resonanzen ei-
ne wichtige Rolle. Mit Hilfe eines einfachen Modells werden auch einige komplexe Aspekte der
niederenergetischen Hadronphysik diskutiert.

Nach dieser allgemeinen Beschreibung wird die explizite Konstruktion eines Modells mit den
relevanten niederenergetischen Freiheitsgraden beschrieben: neben den iiblichen pseudoskalaren
und skalaren Mesonen werden auch die vektoriellen und axialvektoriellen Mesonen beriicksichtigt.
Uberlegungen, die auf der Dilatationsinvarianz der QCD beruhen, erlauben, die Form des effektiven
Modells zu vereinfachen: nur Terme mit (exakt) Dimension 4 diirfen auftreten. Als Nebenprodukt
dieses Verfahrens ist der skalare Glueball automatisch in das chirale Modell eingeschlossen. Die
Konstruktion des Modells ist ganz allgemein fiir eine beliebige Anzahl Ny von Quark-Flavors
giiltig. Resultate fiir den Fall Ny = 2 werden hier ausfiihrlich présentiert.

Die Frage, ob auch zusitzliche mesonartige Zustéinde wie Tetraquarks beriicksichtigt werden
miissen, ist im Zentrum einer langjihrigen wissenschaftlichen Debatte. Es ist durchaus moglich,
dass die leichten skalaren Resonanzen gar keinen Quark-Antiquark-Konfigurationen entsprechen,
sondern Tetraquark-Feldern. In dieser Arbeit wird die entsprechende mathematische Sprache fiir
Tetraquark-Felder présentiert, die ihre Einfithrung in das chirale Modell erlaubt. Die daraus ent-
stehenden Mischungsphédnomene werden dargelegt.

Die Baryonen werden ebenfalls im Modell beriicksichtigt. Die Entstehung der Nukleonmasse
und die Frage iiber die Natur des chiralen Partners des Nukleons kénnen im Rahmen des chiralen
Modells beantwortet werden. Es wird gezeigt, dass nicht nur das chirale Kondensat, sonder auch
das Gluon-Kondensat und womdoglich das Tetraquark-Kondensat auf eine nicht vernachlissigbare
Weise zur Nukleonmasse beitragen.

Als letzter Schritt werden erste Studien bei nicht-verschwindenden Dichte und Temperatur
durchgefiihrt. Dabei wird der Einfluss eines skalaren Tetraquarks auf den chiralen Phaseniiber-
gang untersucht. Die dichteabhéngigen und temperaturabhéngigen Mischungsprozesse, der Verlauf
von Tetraquark- und Quarkonium-Kondensat und der Massen bei wachsender Dichte/Temperatur
werden studiert.

Zuletzt werden die vielfdltigen Ausblicke dieser Arbeit présentiert.



1 Einleitung

Ein groBer Teil des ‘Particle Data Group’ Buches [1] widmet sich einer Zusammenfassung der Eigen-
schaften von hadronischen Resonanzen. Viele Experimente sind notwendig gewesen, um Informationen
iiber diese kurzlebigen (7 ~ 10720 s) Zustiinde zu gewinnen.

Die grundlegende Theorie, die Quantenchromodynamik (QCD), beschreibt Quarks und Gluonen, die
die Bestandteile von Hadronen sind. Sie basiert auf einer exakten, lokalen SU.(3) Farbgruppe, deren
Eichfelder die acht Gluonen sind. Aulerdem sind sechs Quarkflavors bekannt: die Flavors u, d, s sind
die leichten Quarks mit nackten Quarkmassen m, = 1.5-3.3 MeV,mg = 5-10 MeV, my; = 1041%2
MeV; die Flavors c,b,t sind die schweren Quarks mit nackten Quarkmassen m, = 1.277007 GeV,
mp = 4.2070 07 GeV, my = 171.2 £ 2.1 GeV.

Trotz bedeutender theoretischer Fortschritte wurde die QCD analytisch nicht gelost. Obwohl die Be-
wegungsgleichungen der Felder bekannt sind, erlaubt ihre Nicht-Linearitiit keine exakte Losung. Uber-
dies versagt im Niederenergiebereich auch die Storungstheorie, da die ‘laufende’ Kopplungkonstante
wichst. Eine damit verbundene und zentrale, obwohl mathematisch nicht bewiesene, FEigenschaft der
QCD ist Confinement!: nur ‘farblose’ Objekte (invariant unter einer SU.(3)-Transformation) werden
in der Natur realisiert. Farbige Zusténde, wie Quarks und Gluonen, aber auch wie Diquarks, sind keine
asymptotischen Zusténde, die in einem Detektor gemessen werden kénnen.

Die asymptotischen physikalischen Zustéinde sind die Hadronen, die in Mesonen und Baryonen ein-
geteilt werden. Um sie genau zu definieren, muss man beachten, dass jedes Quark eine Baryonenzahl

B, = 1/3 und jedes Gluon hingegen eine Baryonenzahl B, = 0 trigt. Dann gilt die folgende Klassifi-

zierung:
e Die Mesonen sind farblose Zustéinde, die eine Gesamtbaryonenzahl B = 0 tragen. Quarkonia |gg),
wie z.B. die Pionen, sind Mesonen: By, = B, + B = % — % = 0. Es gibt aber andere Moglichkeiten:

Gluebdlle |gg), d.h. gebundene Zusténde aus zwei (oder mehr) Gluonen, und Tetraquarks |(qg) (¢q)),
die aus einem Diquark und einem Antidiquark bestehen, tragen auch B = 0 und sind somit Mesonen.
Nicht zuletzt gibt es mesonische Molekiile |(Gq) (7q)), die gebundene Zustidnde aus zwei [gg) Objekten
sind.

e Die Baryonen sind farblose Zustéinde, die eine Gesamtbaryonzahl B = 1 tragen. Zustéinde der Form
|gqq), die aus drei Quarks bestehen wie z.B. das Proton, sind Baryonen. Auch in diesem Fall gibt es
andere Moglichkeiten: Pentaquarks |(¢q)(g¢q)q) (Diquark-Diquark-Antiquark), und Molekiile der Form
[(qqq) (7q)) (bestehend aus drei Quarks und einem Quark-Antiquark).

Die Existenz von |gq) und |qqq) gilt als erwiesen. Im Niederenergiebereich, in dem nur die leichten
Quarks ¢ = u, d, s beriicksichtigt werden, gibt es Multipletts von Zustéinden, die aus der approximierten
Flavorsymmetrie folgen. Wenn die schweren Quarks ¢ = ¢, b, t betrachtet werden, findet man auch die
erwarteten Quark-Antiquark-Zustinde. Dennoch gibt es sowohl fiir die leichten Quarks als auch fiir
die schweren Quarks Objekte, die nicht in das ‘naive’ Quark-Antiquark-Bild passen. Die Frage, wie
solche Objekte interpretiert werden und welche Rolle sie spielen, ist besonders spannend und aktuell.
In dieser Arbeit wird die Aufmerksamkeit auf den mesonischen und baryonischen Niederenergiebereich
fir die Fille Ny = 2 und Ny = 3 beschrinkt, wobei Ny die Anzahl der beriicksichtigten Flavors
ist. Ny = 2 bedeutet, dass nur die Quarks v und d berticksichtigt werden, so als ob das s-Quark sehr
schwer wire. Obwohl das nicht der realistische Fall ist, sind Studien fiir Ny = 2 wichtig und wegweisend.

Ny = 3 bedeutet, dass all die leichten Quarks u, d und s mitgenommen werden. Die schweren Quarks

IDie mathematische Losung dieses Problems wird mit einer Million Dollar belohnt, siche die Webseite des Clay-
Institutes: http://www.claymath.org/millennium/Yang-Mills Theory/



¢, b, und ¢ sind schwer genug, um fiir die Zwecke der hadronischen Niederenergiephysik (< 2 GeV)
vernachlissigt zu werden.

Da die QCD analytisch (noch) nicht 1sbar ist, ist die Benutzung von effektiven Methoden sowohl im
Vakuum als auch bei endlicher Temperatur und Dichte notwendig, um eine theoretisch konsistente
Beschreibung der hadronischen Resonanzen zu bekommen. Besonders wichtig ist die Frage, welche
Kriterien ein effektives Modell erfiillen soll, das nicht nur |gg) und |gqq) Zusténde enthilt, sonder auch
einige von den oben aufgelisteten zusitzlichen Mesonen wie Tetraquarks und Gluebille. Auflerdem
kann die Frage untersucht werden, wie diese zusiitzlichen Felder die Physik bei endlicher Temperatur
und Dichte beeinflussen. Ein wichtiges Ziel dieser Studie ist, die Resultate von Experimenten mit
Schwerionkollisionen besser zu ver verstehen und interpretieren.

Diese Arbeit beruht auf den Artikeln in Refs. [2, 3,4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11], die einen wichtigen Teil meiner
Forschungsarbeiten in den letzten vier Jahren darstellen. Sie bietet die Moglichkeit, die verschiedenen
Themen in einem einheitlichen Kontext zu prisentieren. Das wiederum erlaubt auch, neue Aspekte zu
diskutieren und Ausblicke fiir kiinftige Projekte zu schildern.

Die Arbeit ist wie folgt strukturiert:

e Abschnitt 2 beruht auf [2, 3]: die Eigenschaften der QCD fiir N, > 3, wobei N, die Farbanzahl
ist (Large-N. Limes), werden zusammengefasst und eine allgemeine Diskussion iiber die Form einer
hadronischen Theorie der QCD und iiber die dynamische Generierung von Resonanzen wird présentiert.
e Abschnitt 3 beruht auf [4, 5]: die Zusammenfassung der QCD-Eigenschaften und ihre Anwendung zur
Erstellung einer mesonischen Theorie, die sowohl (pseudo)skalare als auch (axial)vektorielle Mesonen
enthilt, wird dargelegt. Uberdies wird das skalare Dilaton/Glueball-Feld vom Anfang an eingekoppelt.
Unterschiedliche Zuordnungen der skalaren Resonanzen werden untersucht.

e Abschnitt 4 beruht auf [6, 7, 8]: Die Eigenschaften von Diquarks und von Tetraquarks werden zu-
sammengefasst. Tetraquark-Felder werden in das chirale Modell eingebaut und beschreiben zusétzliche
Skalarfelder.

e Abschnitt 5 beruht auf [9, 10]: das Nukleon und sein chiraler Partner werden eingefiihrt. Der Ur-
sprung der Nukleonenmasse wird beschrieben. Die mogliche Rolle eines leichten Tetraquark-Feldes fiir
Kernmaterie wird diskutiert. Erste Resultate bei nicht verschwindender Dichte werden prisentiert.

e Abschnitt 6 beruht auf [11]: der chirale Phaseniibergang bei wachsender Temperatur wird fiir eine
vereinfachte Form des Modells studiert, wobei das Tetraquark die leichteste skalare Resonanz be-
schreibt. Die Konsequenzen dieses Szenarios fiir die thermodynamischen Eigenschaften des Systems
werden dargelegt.

e Abschnitt 7: die Zusammenfassung der Arbeit und Ausblicke werden prisentiert.

Zuletzt ist eine Anmerkung iiber die Referenzen wichtig: es werden einige relevante Artikel im Laufe
dieser Arbeit zitiert, jedoch wird auf die Referenzen in Refs. [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11] verwiesen,

um eine vollstéindige Liste der Arbeiten iiber die diskutierten Themen zu bekommen.



2 Allgemeine Diskussion iiber hadronische Theorien: der Large-
N. Limes und die dynamische Generierung/Rekonstruktion
der Resonanzen

2.1 Die Suche nach einer hadronischen Theorie und der Large-N. Limes

In diesem Abschnitt wird das Problem der Konstruktion hadronischer Theorien ganz allgemein be-
schrieben.

Die Lagrange-Dichte der QCD als Funktion der acht Gluon-Felder A}, und der Ny Quark-Felder g; mit
entsprechenden Quarkmassen m; (i =1,..., Ny) lautet

Ny
Loop =Y Ti(iv" Dy —mi)g —

i=1

1
GG, Dy = 0, — igo Ajt® (1)

wobei die Grole G, der gluonische Feld-Tensor ist:
G, = A, — O A + gof“b‘:AZAﬁ, a,bc=1,..,8. (2)

Der Parameter go beschreibt die Quark-Gluon- und Gluon-Gluon-Wechselwirkungen. Die Matrizen
t® lauten t* = \*/2, wobei \® die iiblichen Gell-Mann-Matrizen sind. Die Konstanten f%*¢ sind die
Strukturkonstanten der Gruppe SU(3). Es sei angemerkt, dass, im sogennanten ‘chiralen Limes’ m; =
0, der dimensionslose Parameter gg der einzige Parameter der QCD-Lagrange-Dichte ist.

Die Lagrange-Dichte in Gl. (1) ist invariant unter den lokalen Farbtransformationen der Eichgruppe
SU(3). und, im chiralen Limes m; = 0, unter den globalen chiralen Transformationen der Gruppen
SU(Ny)r x SU(Ny)r. Die genaue mathematische Diskussion dieser Symmetrien, mit besonderer Auf-
merksamkeit auf die chirale Symmetrie, wird in Abschnitt 3.2 prasentiert.

Wie in der Einfithrung schon erwihnt, wurden die Felder der QCD Lagrange-Dichte (Quarks und
Gluonen) nicht direkt gemessen und kénnen wegen des Confinement auch prinzipiell nicht gemessen
werden. Man soll also eine effektive Theorie erstellen, die die messbaren hadronischen Teilchen als
Freiheitsgrade enthilt. Das wiederum wirft die folgende Frage auf: Welche Felder sollten ein effektives
Modell der QCD bilden? Welche Zustéinde sollte man hingegen als dynamisch generierte Zustéinde
betrachten? Das ist in den letzten Jahren ein besonders wichtiges und héufig diskutiertes Thema der
hadronischen Forschergemeinde.

Die Frage kann ganz allgemein wie folgt formuliert werden: wie soll man aus der QCD-Lagrange-Dichte

Locp eine konsistente Theorie £, mit hadronischen Freiheitsgraden konstruieren?

Locp RN Lhad - (3)

Das ist generell nicht bekannt. Es gibt aber einen wichtigen Limes, in dem das, obwohl nur ansatzwei-
se, moglich ist. Wenn man anstatt mit der Farbgruppe SU.(3) mit der erweiterten Gruppe SU.(N.)
arbeitet, finden besondere Vereinfachungen im Limes N, — oo statt?. Das ist der sogenannte ‘Large-
N.’ Limes der QCD, der u.a. von 't Hooft und Witten entwickelt wurde [12, 13]. Die Tatsache, dass
die QCD im Niederenergiebereich eine stark gekoppelte Theorie ist, wo keinerlei stérungstheoretische
Methoden anwendbar sind, war der Grund und der Anreiz fiir die Suche nach neuen Entwicklungs-
schemen. Der daraus entstandene Large-N,. Limes wurde in vielen Bereichen der QCD in den letzten
30 Jahren benutzt und spielt weiter eine fundamentale Rolle in der Modellbildung und im Versténdnis
der fundamentalen Eigenschaften der QCD.

. —1/2 . . . - -
2Dazu muss auch angenommen werden, dass go wie N, /2 gkaliert. Das ist aber eine natiirliche Annahme, wie im

folgenden Abschnitt erklart wird.



Das Verhalten der relevanten Groflen im Large- N, Limes wird zusammengefasst:

e Quark-Antiquark- und Glueball-Mesonmassen sind konstant fiir N, — oo:
Migqy o N¢' , Mjgq) o N.

Es ist eine wichtige Eigenschaft, dass die Massen von Quarkonia und Gluebéllen N .-unabhéngig sind.
e Die Wechselewirkungsamplitude zwischen n Quarkonia |gg) skaliert wie

n—2

x N, ?

An*lﬁ(ﬁ

Das bedeutet, dass die Amplitude fiir eine n-Meson-Streuung kleiner und kleiner fiir wachsende Farb-
zahl N, wird. Ein konkretes und wichtiges Beispiel ist die Zerfallsamplitude fiir ein Quark-Antiquark-
Meson, das in zwei Quark-Antiquark-Mesonen zerfillt. Diese Situation entspricht dem Fall n = 3,
d.h. Agzertan N;1/2 Das wiederum impliziert, dass die Breite I' o< 1/N, skaliert. Quark-Antiquark-
Zustande werden schmaler fiir hohes N..

e Die Wechselwirkungsamplitude zwischen n Gluebillen |gg) skaliert wie

Apigg) o< N 072

Diese Amplitude ist im Large-N. Limes noch mehr unterdriickt als die Wechselwirkung zwischen
Quark-Antiquark-Resonanzen.
e Eine gemischte Weschselwirkungsamplitude zwischen n Quark-Antiquark-Zustdnden und m Glue-
béllen skaliert wie

A(ﬂ—lﬁq))(fﬂ—lgg)) o Nc_(%-i_m_l) firn>1lundm>1.

Das ist die allgemeinste Skalierung fiir Gluebiille und Quarkonia. Die Mischung zwischen einem Glueball
und einem Quarkonium entspricht dem Fall n = m = 1, d.h. Anmischung X Nc_l/Q. Das bedeutet, dass
auch die Mischung zwischen Gluebéllen und Quarkonia fiir N, > 1 unterdriickt ist.
e Die Baryonen bestehen aus N. Quarks fiir ein beliebiges N.. Nur auf diese Weise kann man weifle
baryonische Feldkonfigurationen konstruieren. Als Konsequenz wiichst die Masse eines Baryons mit
N.:

MB 0.8 .N'C .

e Die Tetraquarks, im Sinne von vier-Quark Zustinden, ‘verschwinden’ im Large- N, Limes. Dennoch
ist ein anderer Limes moglich, in dem die Tetraquarks als Multiquark-Objekte im Large-N,. Limes

interpretiert werden. Die genaue Beschreibung wird in Abschnitt 4 priisentiert.

Ganz allgemein suchen wir die effektive Theorie Lpq4(Ne, Pmax) der QCD, wobei N, die Anzahl der
Farben ist und Ey,,x die maximale Energie ist, bei der die effektive Theorie giiltig ist. Im Prinzip kénnte
man die effektive hadronische Theorie fiir Fyax ~ Mpianer suchen (d.h. bis zur Giiltigkeitsgrenze der
QCD selbst?), aber man ist in der Regel nur an niederenergetischen Resonanzen, die eine Masse kleiner
als Fiax = 2 GeV besitzen, interessiert. (Folgende Nebenbemerkung ist interessant: wenn L,4q( Fmax =~
Mpianck, Ne) bekannt wiire, dann wiire es moglich, jedes Lpqq(Emax, V) bei einer beliebigen Energie
Eax durch Ausintegrieren aller Felder, die schwerer als E,,ax sind, zu bestimmen.)

Im Large-N, Limes, N, >> 1, besteht die Theorie Lpq4(Emax, Ne > 1) aus freien Quarkonium-Feldern
¢, und freien Glueball-Feldern G}, bis zu einer vorgegeben maximalen Energie Fy.x:

Naq

1 1
Ehad(Emax;Nc >> 17) = Z |:2 (8u¢k) M2 k¢k:| Z |: 8 Gh iMé,hG% ) (4)

qq>
k=1

3Bs wird hier angenommen, dass das Standardmodell bis Mpjaner giiltig ist. Es kénnte auch sein, dass die Grenze
kleiner ist und mit Egyr ~ 1016 GeV iibereinstimmt. (Laut modernen Theorien kénnte die Energiegrenze sogar 1 TeV
sein). Das &ndert nicht die Diskussion dieser Arbeit, wo nur niederenergetische Prozesse beriicksichtigt werden.



wobei nur die Zustéinde mit Masse < FEp. beriicksichtigt wurden. Es ist auffiillig, dass Baryonen
nicht auftreten, da ihre Masse fiir N, > 1 sicherlich grofler als E,.x ist. Unterhalb der maximalen
Energie Fina.x =~ 2 GeV befinden sich mit Sicherheit die Quark-Antiquark-Felder mit Quantenzahlen
JFPC =0~+,0tt 17—, 1T+, d.h. pseudoskalare, skalare, vektorielle und axialvektorielle Quarkonium-
Mesonen. Auflerdem wird auch ein skalarer 07+ Glueball mit einer Masse von etwa 1.5 GeV erwartet:
das ist eine klare und wohldefinierte Vorhersage von QCD-Computersimulationen auf dem Gitter [14].
Fiir N. = 3 sind die Wechselwirkungen zwischen Mesonen nicht vernachléssigbar. Die Lagrange-Dichte
fiir N. = 3 lautet

[’had( max N 3)
Nag Ngg
1 s 1, 1 1 5
]; |:2 (3M¢k) - §Mﬁq :| Z 5 8 Gh §MG,hGh
+£?Ztgg( maxs Nc = 3) + »Cncw-mcs (EmaX7 Nc = 3) + »Cbar(Emaxv Nc = 3) 5 (5)

wobei folgendes gilt:

(i) qu’gg (Emax; Ne = 3) beschreibt die Wechselwirkung zwischen den Quarkonia und Gluebéllen.
Wegen der oben aufgefiihrten Large-N, Eigenschaften gilt £7%99(Epax, N.) o< O(1/N,).

(ii) Lypew-mes(Emax, Ne = 3,) enthilt die kinetischen und Wechselwirkungsterme von zusétzlichen Me-
sonen, die bei N, = 3 eine Masse unterhalb von E,,, haben. Ein explizites Beispiel fiir solche Felder
wird in Abschnitt 4 diskutiert. Dieser Term der Lagrange-Dichte verschwindet schneller als O(1/N.)
im Large-N, Limes.

(iii) Lpar (Emax, Ne = 3) beschreibt die kinetischen Terme und die Meson-Baryon Wechselwirkungen,

die bei N, = 3 eine Masse kleiner als F,,,, besitzen.

Wir kommen jetzt zu der Frage, ob auch mesonische Molekiile und/oder Tetraquarks in das effektive
Modell durch den Term Lyew-mes(Emax, Ve = 3) eingefiihrt werden sollten. Die Antwort ist unter-

schiedlich und wird in den folgenden Unterabschnitten besprochen.

2.2 Mesonische Molekiile sollten nicht als Freiheitsgrade in L.4( Emax, Ne =
3) auftreten

Um zu verstehen, warum mesonische Molekiile nicht in £1,44(Emax, V) auftreten sollten, ist es zunéichst
instruktiv, den nichthadronischen Fall der Quanten-Elektrodynamik (QED) zu diskutieren.

Die Lagrange-Dichte der QED besteht aus zwei Feldern: das Elektron und das Photon. Das Energie-
Intervall, in dem die Theorie giiltig ist, ist sehr grof}: zwischen null und der Planckmasse. Bei einer
Energie von etwa 2m, gibt es zusétzliche Zustéinde: die Positronia. Diese Resonanzen sind nicht elemen-
tar, sondern gebundene, molekiilartige Zustéinde, die aus einem Elektron und einem Positron bestehen.
Theoretisch kénnen Positronia mit Hilfe der Bethe-Salpeter-Gleichung beschrieben werden. Positronia
sind nicht direkt in der QED-Lagrange-Dichte enthalten und sind keine Elementarteilchen. Sie sind
dynamisch generierte Resonanzen, die aus der Wechselwirkung zwischen den in der Lagrange-Dichte
vorhandenen Elektron- und Photonfeldern entstehen.

Das Deuteron stellt eine dhnliche physikalische Situation dar. Das Deuteron besteht aus einem Proton
und einem Neutron. Wenn man also eine Theorie erstellt, sollte man nur das Proton und das Neutron,
und eventuell Austauschteilchen wie Pionen, bertiicksichtigen. Das Deuteron tritt als ein gebundener

Zustand auf, der keinem Feld des Lagrangians entspricht?.

1Es ist eigentlich schon mdoglich, eine Lagrange-Dichte hinzuschreiben, in der das Deuteron und seine Konstituenten,
das Proton und das Neutron, gleichzeitig auftreten. Jedoch muss man die sogenannte Zusammensetzungsbedingung
einfiithren, die sicherstellt, dass das Deuteron kein elementares Teilchen der Theorie ist. Fiir eine genauere Diskussion
siehe Ref. [2].



Diese Beispiele zeigen, was man im Grunde unter einem ‘dynamisch generierten Feld’ versteht. Es ist
dann klar, dass Meson-Meson-Molekiile nicht direkt in Lp,q auftreten sollten, da sie ganz analog dem
Positronium oder dem Deuteron sind. Molekiilartige mesonische Zustéinde entstehen, falls sie existieren,
durch die Large-N, unterdriickten Wechslewirkungsterme der Lagrange-Dichte L’?g;gg (Emax, Ne = 3).
Genau wie im QED-Fall muss man die Bethe-Salpeter-Gleichung fiir Meson-Meson Streuung losen und
priifen, ob gebundene (oder quasi-gebundene) Zustéinde entstehen. Solche mesonischen Molekiile ver-
schwinden im Large-N, Limes, da /J?g;gg (Emax; Ne = 3) kleiner und kleiner wird. Die Anziehungskraft
ist fiir N, > 1 nicht ausreichend, um solche Zustinde zu generieren.

Es gibt eine wichtige Bedingung, die mit der moglichen Entstehung eines mesonischen Molekiils be-
trachtet werden muss: die Masse des neu entstandenen Zustands muss kleiner als F\,. sein, damit man
iiber eine ‘dynamisch generierte’ Resonanz sprechen kann. Die Energie Fi, .y ist némlich die maximale
Energie, bei der die hadronische effektive Theorie giiltig ist. Wenn die Molekiilmasse E, .y liberschrei-
tet, liegt dieser generierte Zustand nicht innerhalb der Giiltigkeit der Theorie. Es kann keine Aussage

iiber die Natur dieses Objektes gemacht werden, sieche Abschnitt 2.5 fiir eine explizite Rechnung.

2.3 Tetraquarks sollten als Freiheitsgrade in £;,4(Fyax, N = 3,) auftreten

Ein Tetraquark kann nicht durch Meson-Meson-Wechselwirkungen erzeugt werden, weil die Farbstruk-
tur eines Tetraquarks irreduzibel ist’. Ein Tetraquark besteht aus zwei farbigen Diquarks, die ein
farbloses Objekt bilden, und nicht —wie die vor kurzem besprochenen mesonischen Molekiile— aus zwei
farblosen Bestandteilen.

99-99
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Im Gegensatz dazu beschreibt die Lagrange-Dichte (Fmax, Ne = 3) die Wechselwirkungen zwi-
schen farblosen Quarkonia und Gluebéllen. Ein daraus entstehender Zustand besteht aus zwei (oder
mehr) weilen Objekten (d.h., ist farb-reduzibel) und ist daher kein Tetraquark.

Man kann folgern, dass die Tetraquarks direkt in Lew-mes(Emax, Ne = 3) eingeschlossen werden miis-
sen, vorausgesetzt, dass ihre Masse kleiner als E, .y ist. Die Frage ist dann eher phénomenologischer
Natur: sind die Tetraquarks leicht und schmal genug, um gemessen zu werden? Oder sind die (meis-
ten) Tetraquarks so breit, dass sie im Kontinuum verschwinden? Wie spéter diskutiert, trifft die letzte
Bemerkung zu: die meisten Tetraquarks sind zu breit, um gemessen zu werden. Es gibt eine mogliche,
aber potentiell sehr wichtige, Ausnahme: die leichten skalaren Tetraquarks mit einer Masse kleiner als
1 GeV.

Im Large- N, Limes verschwinden alle Tetraquarks. Es gibt jedoch eine Moglichkeit, eine konsistente und
wohldefinierte Verallgemeinerung eines Tetraquarks zu bestimmen, die im Large-/N,. Limes iiberlebt.
Die Details werden in Abschnitt 4 beschrieben.

Diese Konzepte gelten nicht nur fiir Tetraquarks, sondern allgemein fiir jedes nicht farb-reduzible
Objekt, wie Pentaquarks, Hexaquarks, usw. Wenn solche Zusténde existieren, sollten sie direkt in der

Lagrange-Dichte auftreten.

2.4 Niederenergetische effektive Theorien und Unitarisierungen

Oft ist man nur an physikalischen Prozessen interessiert, die im Niederenergiebereich stattfinden. Man
muss dafiir die Lagrange-Dichte Lp,q4(Emax, Ne = 3) fiir eine kleine Energie Ey,.x bestimmen. Wegen
der sogenannten spontanen Brechung der chiralen Symmetrie gibt es leichte Quark-Antiquark-Mesonen,

die drei Pionen, die eine Masse M, = 139 MeV besitzen. Die anderen Hadronen sind wesentlich

5Es sei bemerkt, dass die Farbstruktur eines Tetraquarks nicht lokal ist. Das Diquark und das Anti-Diquark sind
selbst nicht punktférmig, liegen ndmlich auseinander und ziehen sich auf eine d&hnliche Art wie Quark und Antiquark
an. Im lokalen Limes wire es durchaus moglich, die Farbstrukturen von Quarkonia und Tetraquarks ineinander zu
transformieren. Das entspricht aber nicht der physikalischen Situation.



schwerer als 200 MeV. Wenn man also Ena.x = Fypr =~ 300 MeV setzt, enthilt die Lagrange-Dichte
Lhad(Ne = 3, Emax =~ 300 MeV) nur die drei Pionfelder

1 1
ExPT = Lhad(Emax = ExPTa Nc = 3) = Z |:2 (8/1,7716)2 - §M737TI% + Lgrnt ’ (6)
k=1

3 T
wobei LT,

len Storungstheorie (xPT) [15]. Der Term LT, enthilt Operatoren, die aus Symmetrie-Uberlegungen

die Wechselwirkung zwischen den Pionen beschreibt. Dies ist die Lagrange-Dichte der chira-

bestimmt werden konnen. Jedoch ist die Bestimmung der entsprechenden Kopplungskonstanten (die
sogenannten ‘Low Energy Constants’, LECs) theoretisch nicht moglich. Diese Konstanten werden durch
Vergleich mit den experimentellen Resultaten festgelegt. Es ist moglich, L7, als Summe von Termen
mit anwachsender Anzahl von Ableitungen des Pion-Feldes auszudriicken. Je hshere Ableitungen mit-
genommen werden, desto groflier ist die Anzahl von Termen und von unbekannten LECs. Obwohl es
prinzipiell moglich ist, bis zu einer beliebigen Ordnung zu gehen, ist die Benutzung der x P71 von einem
praktischen Standpunkt fiir die niedrigsten Ordnungen moglich.
Die Lagrange-Dichte Lpqq(Ne = 3, Emax) fiit Epax > 400 MeV enthélt nicht nur Pionen, sondern auch
die Mesonen und Baryonen, die leichter als F,.x sind. Wenn man zum Beispiel Fn.x ~ 1 GeV setzt,
erhiilt man eine Lagrange-Dichte, die im Meson-Sektor aufler den pseudoskalaren Mesonen auch die
Vektormesonen enthiilt:

Lhad(Emax ~1 GeV, N. =3) = Lypryvm - (1)

Ly pr+vu beschreibt die freien Teilchen und die gegenseitige Wechselwirkung [16]. Auch in diesem Fall
ist es moglich, die Operatoren zu bestimmen, jedoch nicht die LECs. (Die skalaren Mesonen werden
hier vernachlissigt, siehe die Diskussion in den néichsten Kapiteln).

Wenn Lpqq(Emax ~ 2 GeV,N, = 3) bekannt ist, kann £, pr (oder £y privim) aus Lped(Emax ~ 2
GeV,N, = 3) bestimmt werden, indem man alle Felder, die schwerer als E,pr ~ 300 MeV (oder
Eyprivm =~ 1 GeV) sind, ausintegriert. Ganz allgemein: die Kenntnis einer effektiven Theorie mit
hoherer Giiltigkeitsgrenze erlaubt, eine effektive Theorie mit niedrigerer Giiltigkeitsgrenze zu bestim-
men.

Die Kenntnis von L, pr erlaubt hingegen nicht, Lnaq(Emax > Eypr, Ne = 3) eindeutig zu bestim-
men: die Extrapolation einer effektiven Theorie mit einer kleinen Giiltigkeitsenergie zu einer anderen
Theorie mit einer groferen Giiltigkeitsenergie ist nicht eindeutig. Dennoch ist es moglich, aus einer
Theorie mit einer maximalen Energie Fy,., Information auflerhalb dieser Energie zu gewinnen. Es gibt
sogenannte Unitarisierungsmethoden, d.h. ‘Extrapolationen’, die erlauben, Einsichten und Eigenschaf-
ten jenseits des Giiltigkeitsbereichs Ey,.x zu bekommen. Obwohl im Prinzip unendlich viele solche
Methoden existieren, wurden bessere mathematische Verfahren in diesem Zusammenhang entwickelt.
Wir beschreiben kurz drei solcher Methoden. (Eine vollstéindige und rigorose Beschreibung dieses
Problems ist in den Referenzen von Ref. [2] prisentiert.)

Sei S = 1447 die S-Matrix fiir den Streuprozess zweier Teilchen a + b — a + b. Wegen der Unitaritét
der S-Matrix gilt: STS = 1.

(i) K-Matrix Unitarisierung.

Die T' Matrix kann als Reihe in der Kopplungskonstante o entwickelt werden:
T(n) = a1+ CLQ@Q + ...+ anan + O(an+1) )

Die S-Matrix S = 1 + ¢T'(n) ist dann nur bis zur Ordnung n unitdr. Man kann aber S wie folgt

unitarisieren:

1+ 1T(n)

S=1+T =Sk = —F+—=.
i) = Sk = T



Dadurch wird die Unitaritit von Sk erzwungen. Der Ausdruck Sg enthilt auch Terme o™”": das
bedeutet, dass man iiber die urspriingliche Giiltigkeit hinausgeht. Verschiedene Variationen dieser

Unitarisierung werden in Ref. [17] beschrieben.

(i) Bethe-Salpeter-Unitarisierung.
Sei T' = T(1) = ay .. Die Bethe-Salpeter-Unitarisierung erfolgt durch eine Resummation der Schleifen-

Diagramme:
_ . rQ
C1-K-T(1)’

wobei K die sogenannte Schleifen-Funktion ist und explizit vom Impuls p? = s abhiingt. Der Prozess

Tps =T(1) + T(1)KT(1) + ...

gilt natiirlich auch, wenn T' = T'(n) bis zu einer htheren Ordnung n bekannt ist. Fiir eine genauere
Diskussion dieser Methode siehe z.B. Ref. [18] und Referenzen darin. Ein explizites Beispiel wird in
Abschnitt 2.5 diskutiert.

(iii) TAM-Unitarisierung.

Man braucht die storungstheoretische Form bis (mindestens) Ordnung zwei,

T(n=2)=aa+ asa® = Ty = ara, Ty = asa®

Die unitarisierte Form lautet (die Kanile ¢ und u werden vernachléssigt):
Tiam ~ Ty (Ty — Tp — iTyoTy) ' T

wobeil o = 4/ % —m?2 und m die Masse aller Teilchen ist. Es ist wichtig zu beachten, dass diese
Methode nur fiir n > 2 anwendbar ist. Zahlreiche Anwendungen dieser Unitarisierung sind in Refs.
[19] zu finden.

Ein wichtiges Beispiel fiir diese Konzepte stammt aus dem schwachen Sektor des Standardmodells.

e Im schwachen Sektor des Standardmodells gibt es das nahezu masselose Neutrino, das leichte Elektron
und, aufgrund der spontanen Symmetriebrechung im Higgs-Sektor, das schwere W-Boson (M ~ 80
GeV). Das W-Boson verursacht die Neutrino-Elektron-Wechselwirkung. Da das W-Boson so schwer
ist, kann es ausintegriert werden. Man kann eine effektive Theorie erstellen, in der nur das Elektron
und das Neutrino auftreten. Das ist die berithmte Fermi-Theorie der schwachen Wechselwirkung:

Lr= f;/g [Bor" (1 +4)0e]”
wobei 1. das Elektron und v,,, das Neutrino beschreibt. Die Kopplungkonstante Gr ~ 1 /M%V stammt
von der Propagation eines virtuellen W-Bosons. Der Giiltigkeitsbereich dieser Theorie ist natiirlich
dadurch beschriinkt, dass die Ausintegration des W-Bosons stattgefunden hat. Die maximale Energie
Fax ist somit wesentlich kleiner als My .

e Man stelle sich vor, nur die niederenergetische Fermi-Theorie Lr wiire bekannt. Kein W-Teilchen
ist im Fermi-Lagrangian enthalten. Ist es moglich, auf die Existenz des W-Bosons nur aus dieser
begrenzten Information zu schlieen? Die Antwort ist positiv: durch (eine) Unitarisierung.

e Eine mogliche Unitarisierungsmethode besteht darin, eine Bethe-Salpeter-Gleichung fiir die Neutrino-
Elektron-Streuung zu studieren. Obwohl das Resultat von einem physikalischen Cutoff abhingt (das
ist ja zu erwarten, da die Fermi-Theorie nicht renormierbar ist) kann man tatséchlich aus der Elektron-
Neutrino-Wechselwirkung ein W-Teilchen erzeugen. Man kann somit aus der Fermi-Theorie die Exis-
tenz des W-Bosons deduzieren. Wegen der Natur der BS-Gleichung kénnte man auf die Idee kommen,

das erzeugte W-Teilchen als einen gebundenen Zustand aus einem Elektron und einem Neutrino zu



interpretieren. Das ist aber offensichtlich falsch, da das W-Boson ein ‘fundamentales’ Teilchen ist. Die-
ses Beispiel zeigt, dass Vorsicht angebracht ist, wenn Unitarisierungsmethoden benutzt werden, um die

Natur eines Teilchens zu interpretieren.

2.5 Ein konkretes Beispiel mit Hilfe eines einfachen Modells

In diesem Abschnitt wird ein einfaches Modell diskutiert, in dem all die vorherigen Themen anhand
von Gleichungen besprochen werden kénnen.

Man beriicksichtigt eine einfache Lagrange-Dichte L, (wobei ‘toy’ aus dem englischen Ausdruck
‘toy model’ stammt) mit zwei Feldern ¢ (mit Masse m) und S (mit Masse My > 2m). Eine Large-
N. Abhingigkeit wird eingefiihrt, damit beide Felder sich wie ‘Quark-Antiquark Felder’ verhalten.
Die Idee ist einfach: das Feld S wird zuerst ausintegriert, um eine ‘effektive’ Lagrange-Dichte £}, zu
bekommen, die nur vom Feld ¢ abhéngt. Dann kénnen wir uns fragen, ob das Feld S, das ausintegriert
wurde, durch Unitarisierungsmethoden wiedererzeugt werden kann. Man kann sich auch fragen, was
man {iber diese Resonanz S erfahren kann, wenn nur die niederenergetische Lagrange-Dichte bekannt
wére.

Die Lagrange-Dichte lautet [2, 3]:

1 1 1 1
Lioy (Bmax, Ne) = 5 (aMP)Z - §m2§02 + B (5HS)2 — 5M§S2

9(N6)2 <p4
2M¢ ’

+g(Ne)Sp® — (8)
wobei die Large-N,. Abhéngigkeit durch g(N.) = go\/m ausgedriickt wird. Durch diese Wahl sind
beide Massen N.-unabhéingig.

Die Wechselwirkung besteht aus zwei Termen: eine S¢? Wechselwirkung zwischen den zwei Feldern S
und ¢ und eine p*-Selbstwechselwirkung des -Feldes, deren Bedeutung spiter klar wird.

Der S¢?-Term generiert den Zerfall des Feldes S. Die Zerfallsbreite fiir den Prozess S — 2¢ lautet

[ME 2
r—¥ i [\/59(1\70)]2 : )

87TM§

I" skaliert wie g2(N.) ~ 1/N,, genau als ob ¢ und S Quarkonia wiiren. Es wird angenommen, dass die
Lagrange-Dichte (8) bis zu einer hohen Energie giiltig ist (Fmax > Mo).
Der Propagator der Resonanz S wird durch Schleifen von p-Teilchen modifiziert und nimmt die folgende

Form an (auf dem resummierten 1-loop Niveau, siche Abb. 1):
~1
A=ilp? =M+ (V2'Sal)] (10)

wobei ¥ (p?) der 1-Schleifen Beitrag ist, der durch einen Cutoff regularisiert wird (Details in Refs.
[2, 3]). Die renormierte Masse M des Zustands S kann als die Nullstelle des Realteils von A™! definiert
werden:

M? — M2 + (V2g(N.))> ReXp(M?) =0 . (11)
Es ist klar, dass im Limes N, — oo gilt, dass M — My, da g(N.) = go\/m.
Die T-Matrix fiir die ¢p-Streuung im s-Kanal (auf dem 1-Schleifen Niveau, Abb. 1) lautet:

2 2
T0P) = i(V29) = g k= 0 (12)
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Abbildung 1: Modifikation der Resonanz S durch Schleifen von ¢-Feldern. Graphische Darstellung der
‘exakten’ T-Matrix T' = T'(p?) von Gl. (12) und graphische Darstellung der BS-approximierten Form
der ‘exakten’ T-Matrix Tps = Ts(p?,n) von Gl (16).
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Das ist fiir unsere Zwecke die ‘exakte’ T-Matrix des Problems®.

Jetzt wenden wir uns der Konstruktion eines effektiven niederenergetischen Modells von L,y zu.
Da das Feld S schwerer als das Feld ¢ ist, kann S ausintegriert werden, um eine Lagrange-Dichte
herzuleiten, die nur von ¢ abhingt. Wir bekommen eine effektive Lagrange-Dichte L, die bis zur
Energie E, < 2m < M giiltig ist:

_1 2_ L 22 Ny
Lie(Bie, No) = 5 (0u9)” = gm* +V , V = gv : (13)
wobei: )
g(Ne)

VR = L0 (-0 p? , LW = (14)

2M§+2k :

Das effektive Potential V' besteht aus einer Summe von Termen mit hsheren Ableitungen. Der erste
Term in der Entwicklung entspricht £ = 1 und kein Term ohne Ableitungen ist anwesend. Dadurch
ist die p-Streuung dem realistischen Fall der mm-Streuung dhnlich. Der Grund dafiir ist, dass ein ¢*-
Term in unser Modell von Gl. (8) eingefiigt wurde: dadurch bleibt in der effektiven niederenergetischen

Lagrange-Dichte £}, kein ¢*-Term ohne Ableitungen iibrig.

BS-Unitarisierung
Sei das Potential V' bis zur Ordnung n approximiert: V(n) = ",_, V(*). Durch eine Bethe-Salpeter-
Studie, siche Abb. 1, bekommt man die folgende approximierte T-Matrix Tgg:

Tps(p®,n) = —K(n) + K(n)Sa(p*)Tes(p*,n) , (15)

_ 1 ICERN AN
Toste'm) = g KO- g 2 (1) (16)

wobei K (n) die ‘nackte’ Baumniveau-Amplitude ist, die aus der niederenergetischen effektiven Lagrange-
Dichte Lje (Ele, N.) folgt. Sie ist die Summe aller Vierbeinterme bis zur Ordnung n. Man muss beachten,
dass Tgs(p?,n) eine approximierte Form von T'(p?) in GL. (12) darstellt. Je grofer n, desto besser die
Niherung. Formell gilt:

nh_)rr;o TBS(pQ,n) = T(pz) . (17)

Wir kénnen jetzt einen Pol der Bethe-Salpeter-Amplitude bestimmen; dieser Pol entspricht einer Re-
sonanz, die nicht in der effektiven Lagrange-Dichte L) (F)., N.) enthalten ist. Wie der Limes in GL
(17) zeigt, entspricht diese Resonanz dem Zustand S der urspriinglichen Lagrange-Dichte Lioy. Es
wurde insofern eine dynamische Rekonstruktion des Zustands S durch eine BS-Analyse der niederener-
getischen Lagrange-Dichte L. (Fje, N.) durchgefiihrt. Der Zustand S wurde zuerst ausintegriert, und
dann aus der effektiven Lagrange-Dichte £;, wieder generiert. Eine numerische Studie wird in Abb.
(2) gezeigt: die approximierte Form Tpg(p?,n = 1) (wobei n = 1 bedeutet, dass nur der erste Term
in der Entwicklung beriicksichtigt wurde) und die ‘exakte’ Funktion T'(p?) werden verglichen. Man
kann leicht beobachten, dass Tpg(p?,n = 1) tatsiichlich T'(p?) reproduzieren kann. Subtilititen, die
der Wahl des Cutoffs entsprechen, werden ausfiihrlich in Ref. [2] besprochen.

Jetzt wird ein anderer Standpunkt betrachtet: wenn nur L), (Ee, N.) bekannt wiire (d.h. die Form der
urspriinglichen, exakten Lagrange-Dichte Etoy(EmaX,Nc) wire unbekannt), kénnte man aus der BS-
Rechnung -zu Unrecht- behaupten, dass der Pol der BS-Gleichung ein Molekiil beschreibt. Es wurde

6Natiirlich ist diese Form der T-Matrix nur in der 1-Schleifen-Niherung giiltig. Selbst diese einfache Feldtheorie ist
nicht exakt losbar. Dennoch sind dank der Resummation alle erwiinschten mathematischen Eigenschaften erfiillt. Sie ist
aber ‘exakt’ nur im Vergleich zu der spiter diskutierten Bethe-Salpeter-approximierten Form.
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ndmlich aus einer BS-Studie bestimmt und hat den ‘Anschein’, ein molekiilartiger Zustand aus zwei
(-Mesonen zu sein.

Diese Schlussfolgerung ist aber nicht korrekt: es ist eben von Anfang an klar, dass der Zustand S -per
Konstruktion- ein fundamentaler (quarkoniumartiger) Zustand ist. Was ist dann falsch gelaufen? Man
muss aufpassen, wenn man Informationen iiber die Resonanz S aus der effektiven niederenergetischen
Lagrange-Dichte Ly.(Ej., N.) gewinnen will: die Masse der Resonanz S ist gréfier als die Energiegrenze
E), des effektiven Modells Ly, (Eje, V). Das bedeutet, dass die Natur dieser Resonanz ohne weitere
Informationen nicht in diesem Rahmen bestimmt werden kann. Die Bethe-Salpeter-Methode soll hier
zuerst als Unitarisierungsmethode verstanden werden. Sie ist nicht auf derselben theoretischen Ebene
wie eine BS-Studie im Rahmen der QED-Lagrange-Dichte, die erlaubt, Positronia zu bestimmen. Im
QED-Fall ist die Giiltigkeitsgrenze der Energie sehr grofi (viel grofier als 2m.). Also ist die Interpreta-
tion der Positronia als Molekiile durchaus erlaubt und korrekt. In unserem Beispiel ist das nicht der
Fall: die BS-Gleichung geht tiber die Giiltigkeitsgrenze der effektiven Theorie hinaus. Obwohl die Exis-
tenz der Resonanz S korrekterweise vorhergesagt wird, kann keine Aussage iiber ihre Natur gemacht
werden.

Es ist sehr instruktiv, eine Large- N, Studie dieses einfachen Systems durchzufiihren. Wenn die Zahl n
festgehalten ist und der Limes N, — oo ausgefiihrt wird, stellt sich heraus, dass der korrekte Large-IN,

Limes im Rahmen der BS-Unitarisierung nicht reproduziert werden kann. Es gilt ndmlich:

Tps(p:n) =™ —K(n) . (18)
Dieses Resultat gilt fiir jedes n, da K(n) wie 1/N,. skaliert und ¥, (p?) N.-unabhiingig ist. Aber K (n)
ist ein Polynom der Ordnung n in p? und hat keinen Pol. Das wiederum bedeutet, dass die Masse M des
Zustandes S unendlich ist. Dieses Resultat ist offensichtlich falsch, da M = M, fiir N, — oo sein muss.
Dieses Beispiel zeigt, dass die BS-Studie, so wie sie hier formuliert wurde, nicht fihig ist, das korrekte
Large- NN, Resultat wiederzugeben. Dieses Versagen ist besonders gefidhrlich, weil vom Standpunkt der
effektiven Theorie L. (Ej., N.) eine weitere Bestéiitigung zu existieren scheint, dass der Zustand S ein
Molekiil ist.

TAM-Unitarisierung: Wenn hingegen die sogenannte IAM-Unitarisierung gewahlt wird, kann das kor-
rekte Large-N. Resultat reproduziert werden. Bis zur Ordnung n = 2 gilt:

Tian = T (Ty — Ty — iTo0Ty) ' Ty, (19)

wobei o = 4/ % — m?2. Da in unserem Fall Tp = —%pQ und Ty = %p‘l, folgt:

T =~ (V29)? [MF —9” —i(v2gP0] . (20)

Die letzte Gleichung stellt eine approximierte Form der T-Matrix dar, wenn g nicht zu grof§ ist
(M ~ My). Es ist einfach zu zeigen, dass man fiir hohes N, das korrekte Resultat M — M, und
eine skalierende Zerfallsbreite 1/N,. bekommt. Das zeigt, dass die IAM-Unitarisierung den richtigen
Large-N. Limes reproduziert. Dennoch benotigt diese Unitarisierung zumindest zwei Terme in der

Entwicklung der entsprechenden niederenergetischen Theorie.

K-Matriz- Unitarisierung

Die unitarisierte Form der S-Matrix lautet fiir n =1
1+i0T(1)

SK = T a
1—40T(1)
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Abbildung 2: Betrag der Streumatrix T als Funktion der Variable 2 = p? fiir N, = 3, 5 und 30 fiir
die zwei Fille go = 1.5 GeV (links) und go = 5 GeV (rechts). Die durchgezogene Kurve entspricht der
‘exakten’ T-Matrix von Gl. (12), die gestrichelte Linie der approximierten Bethe-Salpeter T-Matrix
Tps von Gl. (16). Obwohl die zwei Kurven qualitativ fiir N, = 3 iibereinstimmen, ist das Verhalten fiir
grofles N, ganz anders: wihrend die richtige Kurve T' im Einklang mit dem Large-N,. Limes schmaler
wird, wird die BS-approxmierte Kurve Tgg breiter und der Peak wandert nach rechts.
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Der Pol der S-Matrix skaliert wie p?> o« +/N., was nicht im Einklang mit dem richtigen Large-N..
Resultat ist. Diese Tatsache zeigt, dass die Eigenschaften der rekonstruierten Resonanz S entscheidend
von der Wahl der Unitarisierungsmethode abhéingt. Das ist im Sinne dieser Diskussion ein Grund mehr,
vorsichtig zu sein, wenn Resonanzen als Pole von Unitarisierungsverfahren einer niederenergetischen

Lagrange-Dichte diskutiert werde.

Analogie mit der realen, hadronischen Welt

Das besprochene Modell ist niitzlich, um einige Eigenschaften der realen Welt zu verstehen. In Tabel-
le 1 wird eine Analogie dargestellt. Loy entspricht der vollstéindigen hadronischen Lagrange-Dichte
Lhad(Emax, Ne) von Gl (5) mit Eyax ~ 2 GeV, und die niederenergetische Lagrange-Dichte L),
entspricht der chiralen Stérungstheorie y PT oder der chiralen Stérungstheorie plus Vektormesonen
xPT + VM.

Tabelle 1: Hadronen-Analogie

Modell Hadronische Welt

Ltoy (Emamv Nc) »Chad(Emaxa Nc)

Lie(Ere, Ne) Lypr, oder Ly privm

L) LECs

Feld S Felder a;(1260), f2(1270), ...

Natiirlich ist diese Analogie nur schematischer Natur. Sie trifft aber einen wichtigen Punkt. Das wahre
Problem der heutigen niederenergetischen hadronischen Physik ist, dass Lp,q4(Emax, V) nicht bekannt
ist. Nur niederenergetische Lagrange-Dichten -wie die Chirale Storungstheorie £, pr giiltig bis E, pr
oder die chirale Storungstheorie mit Vektormesonen £y pr4v s giiltig bis By pryvar ~ 1 GeV- sind aus
Symmetriegriinden bekannt. Sie bestehen aus einer unendlichen Reihe von Termen, genau wie unsere
effektive Lagrange-Dichte L. (Eje, N..). Aber, im Gegensatz zu unserem Modell, wo die genaue Kenntnis
der urspriinglichen Lagrange-Dichte Loy (Emax, Ne) die Herleitung von Ly (Eie, N¢) bis zu einer belie-
bigen Ordnung n erlaubt, sind in der realen hadronischen Welt £, pr oder Ly priv iy nur “teilweise”
bekannt: wie zuvor schon angesprochen, sind die verschiedenen Terme der effektiven Lagrange-Dichte
zwar bekannt, die entsprechenden Kopplungskonstanten L®) sind aber unbekannt (da Lnad(Emax, Ne)
nicht bekannt ist). Diese Konstanten (LECs) miissen durch experimentelle Werte bestimmt werden.
Diese Tatsache setzt auch eine klare Grenze der effektiven niederenergetischen Theorien: obwohl es
prinzipiell moglich ist, bis zu einer beliebigen Ordnung n zu arbeiten, sind Rechnungen nur fiir die
niedrigsten Ordnungen durchfiihrbar.

In vielen Studien zur ‘dynamischen Generierung’ der Resonanzen mit BS-Gleichung wird nur der ers-
te Term in der Entwicklung der effektiven Lagrange-Dichte in Betracht gezogen. Einige Resonanzen
oberhalb 1 GeV wurden auf diese Weise bestimmt, wie z.B. a1(1260), f2(1270), fo(1370),...: a1(1260)
wird als mp-Molekiil, f2(1270) und fy(1370) werden als pp-Molekiile interpretiert (siehe Ref. [18] und
Referenzen darin). Diese Resonanzen entstehen als Pole in den BS-Gleichungen, die aus der Unita-
risierung von L, pr4+vy entstehen. Wie mit Hilfe des obigen Modells erklért, kann das ein Fall von
‘dynamischer Rekonstruktion’ sein, genau wie bei dem W-Meson in der elektroschwachen Theorie oder
bei der Resonanz S in unserem einfachen Modell.

Die Resonanzen a(1260), f2(1270) und fo(1370) konnen problemlos als Quark-Antiquark Zusténde
interpretiert werden [20]. Viele Studien mit dem ‘naiven’ Quark-Modell bestéitigen eigentlich diese
Einsicht. Die Resonanzen fo(1275), f2(1525), a2(1320) und K>(1430) stellen ein tensorielles JP¢ =
2++ Quark-Antiquark-Nonett dar: fo(1275) = an, fo(1525) = 3s, a2(1320) = ud,... K2(1430) =
sd, u.s.w. Die (beinahe) ideale Mischung und die genau gemessenen starken und elektromagnetischen
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Zerfallsbreiten passen sehr gut in dieses Bild (siche auch Ref. [21] und Referenzen darin). Ahnlich
konnen f1(1285), f1(1510), a1(1260) und K;(1270) erfolgreich als das leichteste 17 Nonett verstanden
werden. Selbst der skalare Sektor zwischen 1-2 GeV (siehe spéter fiir eine genauere Beschreibung) ist
mit dem Bild eines Quarkonium-Nonetts plus einem skalaren Glueball konsistent, obwohl die Situation
noch nicht eindeutig ist [25].

Die gefiihrte Diskussion zeigt, dass es keinen Konflikt zwischen auf Bethe-Salpeter basierten Rech-
nungen und den Standard-Quark-Modell-Rechnungen gibt. Sie beschreiben dieselben Objekte aus un-
terschiedlichen Perspektiven. Was hier kritisiert wird, ist nicht die Giiltigkeit der Rechnungen selbst,
sondern die daraus folgende molekiilartige Interpretation vieler Resonanzen oberhalb 1 GeV, die viele
Autoren vertreten haben. Sicherlich wird es in der Zukunft interessant (obwohl zugleich kompliziert),
solche moderne Studien mit Hilfe der TAM-Methode im Large-N. Limes zu wiederholen; wenn diese
Resonanzen oberhalb 1 GeV tatséchlich Quarkonia (oder Gluebiille) sind, miissen sie schmaler werden.
Die hier geschilderte Situation ist generell und gilt mit geringen Anderungen auch fiir Baryonen (z.B.
was die Natur von N(1535) betrifft, mehr dariiber im Abschnitt 5) und auch im schweren Quark-
Bereich.

Wir wenden uns den Prinzipien, die die Erstellung eines hadronischen Modells erméglichen, zu. Das
wird uns erlauben, eine explizite Form einer hadronischen Lagrange-Dichte fiir Fp,.x ~ 2 GeV herzu-

leiten.
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3 Die Erstellung des Modells: Meson-Sektor
3.1 Ziel des Abschnittes

Die hadronische Lagrange-Dichte Lpad(Emax, Ne = 3) mit Epax ~ 2 GeV ist nicht analytisch aus dem
QCD-Lagrange-Dichte Lgocp herleitbar, siche Gl. (3). Um Lped(Emax, Ne = 3) explizit zu konstru-
ieren, ist eine genaue Betrachtung der Symmetrien der QC'D notwendig. Lp.q soll nédmlich dieselben
Symmetrien (und Symmetriebrechungen) der urspriinglichen QC D-Lagrange-Dichte haben. Natiirlich
bleiben einige Konstanten der hadronischen Lagrange-Dichte nicht bestimmbar, da wir keine exakte
Rechnung durchfiihren kénnen.

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Konstruktion eines mesonischen Modells, das nicht nur skalare
und pseudoskalare Quarkonia enthiilt, sondern auch von Anfang an vektorielle und axialvektorielle
Quarkonia. Auflerdem wird ein Kriterium diskutiert, das nur eine endliche (und relativ kleine) Anzahl
von Termen im hadronischen Potential erlaubt. Dieses Kriterium basiert auf den Eigenschaften der
Dilatationssymmetrie und ihrer expliziten Brechung. Die Fluktuation des Dilaton-Feldes, der Glueball,
wird auch von Anfang an eingekoppelt.

Da die genaue Beschreibung der Konstruktion des Modells noch nicht Teil einer Veroffentlichung ist,
werden zuerst grundlegende Konzepte wiederholt und ihre Bedeutung fiir das chirale Modell dargelegt.
Das Modell wird fiir eine beliebige Flavor-Anzahl Ny und Farbanzahl NN, konstruiert, was kiinftige

Studien erleichtern wird. Die Resultate des expliziten Falles Ny = 2 werden zusammengefasst.

3.2 Symmetrien der QCD

Um die Diskussion dieses Abschnitts zu vereinfachen, wird die Lagrange-Dichte der QCD fiir eine
beliebige Anzahl von Farben N, und eine beliebige Anzahl von Quark-Flavors N in der Matrix-Form

hingeschrieben:
. 1 v .
Loep =Tr gi(WHDu —m;)qi — §GWG” s Dy =0u —igoAy (22)
GY, = 0uA, — 0, A, —igo[Au, A], Ay = A%t a,=1,.., N2 -1, (23)

wobei ¢ = 1, ..., Ny, die Matrizen ¢* sind die Generatoren der Gruppe SU(N.) in der fundamentalen
Darstellung, und f,p. sind die Strukturkonstanten. (Unten wird eine Zusammenfassung der mathema-
tischen Eigenschaften dargelegt.)

Wir listen zuerst die Symmetrien von Lo p und ihrer spontanen und expliziten Brechungen auf:

(a) Lokale Farbsymmetrie SU(N.,).

(b) Spursymmetrie und ihre Anomalie, d.h. ihre Brechung durch Quantenfluktuationen.

(c) Chirale Symmetrie U(Ny)r x U(Ny)r, = U(1)y x SU(Ns)y x U(1)a x SU(Ny)a.

(d) U(1) 4 Anomalie. Die klassische U(1)4 Symmetrie wird auch durch Quantenfluktuationen gebro-
chen.

(e) Spontane Symmetriebrechung SU(Ny)y x SU(Ng)a — SU(Ny)y.

(f) Explizite Brechung von U(1) 4 und SU(Ny)4 durch nicht verschwindende Quarkmassen.

Bevor wir ausfiihrlich diese Symmetrien diskutieren, werden die Eigenschaften der Gruppen U(N) und

SU(N) kurz zusammengefasst.

Gruppen U(N) und SU(N): Diese Gruppen sind im Rahmen der QCD allgegenwiirtig (sowohl im
Farb- als auch im Flavor-Raum). Ein Element der U(N)-Gruppe ist eine komplexe N x N-Matrix, die
die folgende Bedingung erfiillt:

UU=U0U"=1y . (24)
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U kann als
U=¢?t ¢=0,1,..,N2 -1 (25)

ausgedriickt werden, wobei die Matrizen t® eine Basis von linearunabhingigen N x N-Matrizen dar-

stellen. Es ist tiblich, t° = ﬁlN zu setzen. Fiir die restlichen Matrizen ¢t mit ¢ = 1, ..., N?> — 1, wird
in den Fillen N = 2 und N = 3 folgende, niitzliche Wahl getroffen: t* = % fiir a = 1,2, 3, wobei
7%die Pauli-Matrizen sind, und t* = % fir a = 1,...,8, wobei A* die Gell-Mann-Matrizen sind. Ganz

allgemein werden die Matrizen so gewihlt, dass folgende Normierung gilt:
1
Tr [t"t"] = 55“” mit a,b=0,1,..,N?>—1. (26)

Eine N x N komplexe Matrix gehort zu der Untergruppe SU(N), wenn sie folgende Eigenschaften
erfiillt:
U'U=UU" =1y, detU =1 (27)

die zusiitzliche Bedingung det U = 1 wird hinzugefiigt. Es ist deutlich, dass Matrizen in der Form
U = e mita=1,.., N> — 1 (wobei die Identititsmatrix ausgelassen wird) zu der Gruppe SU(N)
gehoren. Die Matrizen ¢ mit a = 1,..., N? — 1 sind die Generatoren der Gruppe SU(N) und erfiillen
folgende Gleichung:

[t%,t°] = i f°*°t° mit a,b,c=1,..,N?> -1, (28)

wobei f2¢ die (antisymmetrischen) Strukturkonstanten sind.

Die allgemeine Form einer Matrix U der SU(N)-Gruppe enthilt auch die sogenannten Elemente des

Zentrums:
U= 2" a=1,..,N>—1, (29)
wobel
Z=27,=¢"F 1y, n=01,2..N—1. (30)

Die Zentrum-Elemente erfiillen auch die Bedingung det U = 1. Die Zentrum-Gruppe wird auch als
Z(N) bezeichnet. Grob gesagt, es ist als ob einige Elemente der Gruppe U(1) (von der Form U =
e~ "t") bei SU(N) in diskreter Form ‘weiterleben’.

Nach dieser kurzen Abschweifung iiber Gruppentheorie ist eine genauere Diskussion der schon aufge-
fiihrten Eigenschaften der QCD an der Reihe.

(a) Lokale Farbsymmetrie SU(N,. = 3).
Die N. x N, Matrix der Yang-Mills-Felder A,(z) = A%(x)t* und die Ny-Vektorspalten ¢; (¢; =
(¢ins - qiN,), @ =1,..., Ny) transformieren unter einer lokalen SU(N,).-Transformation wie folgt:

7

Au(z) — A (2) = U(x) Au(2)U (2) gOU(x)auUT(:r) ¢ = U@)ai (31)

wobei
Ulz) =@ q=1,.,N?—1 (=8 fir N,=3). (32)

Der QCD-Lagrangian Lgcp ist invariant unter der lokalen Transformation (31). Diese lokale Symme-
trie ist in einem hadronischen Modell automatisch erfiillt, da man von Anfang an mit farblosen Feldern
(Farbsinguletts) arbeitet. Dennoch ist sie niitzlich: die Betrachtung des ‘Large-N,.’ Limes, in dem die
Gruppe SU(N. > 3). in Betracht gezogen wird, spielt eine zentrale Rolle in hadronischen Modellen.
Obwohl die Felder automatisch SU (N, ).-invariant sind, skalieren die Parameter des Modells mit Po-

tenzen von N.. Es sind nicht die Felder, sondern die Parameter, die die Abhdngigkeit von N, in einem
effektiven Modell der QCD tragen.
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Die SU(N.).-Gruppe involviert auch die Transformationen unter den Elementen des Zentrums, die in

Gl. (31) nicht berticksichtigt wurden. Die entsprechenden Transformationen lauten
AuﬁAL:ZAuZT =Au, 4 — 24 (33)

mit
s2Tn

Z=2Z,="1y, n=0,1,2,...N. — 1. (34)

Selbstverstéindlich lassen diese Transformationen der Lagrange-Dichte invariant. Wenn aber die Tem-
peratur ins Spiel gebracht wird, finden zwei wichtige Phiinomene statt: (i) bei groBem T wird im Eich-
sektor (QCD ohne Quarks) die Zentrum-Symmetrie spontan gebrochen. Die spontane Brechung dieser
Symmetrie signalisiert Deconfinement der Gluonen. (ii) Wenn Quarks dabei sind, ist die Zentrum-
Gruppe keine exakte Symmetrie, da die notwendigen antisymmetrischen Randbedingungen fiir die
Fermionfelder nicht erfiillt werden.

Obwohl die Zentrum-Symmetrie in den folgenden Uberlegungen keine weitere Rolle spielen wird, ist
es aus zwei Griinden wichtig, sie zu erwiihnen: (i) sie ist ein wichtiger Bestandteil vieler moderner
Forschungsarbeiten in der hadronischen Physik bei nicht verschwindender Temperatur und Dichte. Das
erfolgt durch den Polyakov-Loop, der den Ordnungsparameter der spontanen Symmetriebrechung der
Zentrum-Gruppe Z(N.) bei hohem T darstellt. (ii) Das hadronische Modell, das wir spéter diskutieren
werden, kann leicht verallgemeinert werden, um den Polyakov-Loop mit zu beriicksichtigen.

(b) Spursymmetrie und Spuranomalie
Die klassische Lagrange-Dichte der QCD ist im Limes m; — 0 invariant unter Raum-Zeit-Dilatationen.
Das ist einfach zu verstehen, da kein dimensionsbehafteter Parameter in der Lagrange-Dichte auftaucht.

Zuerst beschrinken wir unsere Aufmerksamkeit auf den Eichsektor (QCD ohne Quarks):

1 a a v
'CYM = _EG#UG i (35)
Die Dilatationstransformation lautet
ot — ot = Nt AY (2)) = NAL(x) (36)

Es ist bekannt, dass schon im FEichsektor diese Symmetrie durch Quantenfluktuationen gebrochen
wird. Es ist eben auf diesem Niveau (und nicht wegen der nackten Quarkmassen), dass der Skalier-
faktor Agep =~ 250 MeV entsteht und die Groflenordnung aller hadronischen Prozesse bestimmt. Die
Brechung der klassischen Skaleninvarianz stellt ein sehr wichtiges und tiefes Phdnomen dar, das zentral
fiir die gesamte QCD ist.

Man kann diesen sehr wichtigen Prozess auf eine einfache Weise erkliren: der klassische Noetherstrom,
der aus der Dilatationssymmetrie stammt, lautet

T =2, T — 9, JF =Tk =0, (37)
wobeil THY or
Hy YM av o uv ¢ )
T 78(8“14,3)8 A, —g"" Lyym + ‘sym (38)

der Energie-Impuls-Tensor der Yang-Mills Lagrange-Dichte ist. (Der Term ‘sym’ ist ein Symmetrisie-
rungsterm, der in Eichtheorien gebraucht wird, um den Tensor symmetrisch zu machen).

Die explizite Beriicksichtigung von gluonischen Schleifen (Quantenfluktuationen) bricht diese Sym-
metrie. Anstatt einer konstanten Kopplungskonstante go entsteht durch Renormierung (d.h. durch
Quanten-Schleifen-Berechnungen) eine energieabhéngige ‘laufende’ Kopplung g(u):

Renormierung
- ( ) ’

go (39)
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wobei p die Energieskala ist, bei der die Kopplung festgelegt wird (wie z.B. die Energie im Schwer-
punktsystem in einem Streuprozess) .

Folgende Gleichung wird im Rahmen stérungstheoretischer QCD hergeleitet:
Bl9)

O Jt =Tl = @GZVG“”“’ # 0 wobei f(g) = MaTL . (40)
Auf dem 1-Schleifen-Niveau gilt:
09 3 .., 1IN,
Blg) = ,u@ = —bg® mit b = 182 (41)

Wenn g konstant wire (g = go), hétte man tatséichlich 9,J" = T} = 0. Das ist aber wegen der
Renormierung nicht der Fall. Die Losung der Differentialgleichung (41) lautet

g2

= 42
1+2bgzlog;—i (42)

9°(n)
Da in der Yang-Mills-Theorie (wie auch in der QCD mit Quarks, siehe unten) b > 0, wird die laufende
Kopplungskonstante g(u) kleiner, wenn p wiichst. Das ist die beriihmte asymptotische Freiheit der
QCD und Grund fiir den Nobelpreis im Jahr 2004. Andererseits wichst fiir kleine u, also im Niede-
renergiebereich, die Kopplung g(u) und somit die Intensitit der Wechselwirkung zwischen Gluonen
(und Quarks). Das ist einer der Griinde fiir die Entstehung von Confinement: die Gluonen (und die
Quarks) konnen sich nicht frei bewegen, sondern sind in farbneutralen eingeschlossenen Zustéinden ge-
fangen. Es ist auch interessant zu bemerken, dass aus Gl. (42) folgt: g < 1/y/N,. Das ist die Grundlage
fiir viele Large- N, Resultate, die im vorherigen Abschnitt zusammengefasst wurden.
Die storungstheoretische Gleichung (42) hat einen Pol fiir

—1

HpPol = ALandau = AYM = ‘LL*BW. (43)

Natiirlich ist eine storungstheoretische Rechnung im Niederenergiebereich nicht giiltig. Diese Rech-
nung bedeutet nicht, dass g(u = Ar) unendlich wird. Der wichtige Punkt ist, dass diese Rechnung eine
Energieskala setzt. Sie impliziert, dass QCD fiir y ~ Ay s stark gekoppelt wird und jede storungs-
theoretische Studie bei solchen Energien nutzlos macht. Leider kann Ay ), theoretisch nicht bestimmt
werden, da der Wert g, bei einem vorgegebenen p, (wie z.B. der GUT-Energie-Skala p. = 10'% GeV)
unbekannt ist. Dennoch bedeutet sie etwas sehr Wichtiges, indem sie zeigt, wie aus einer dimensionslo-
sen Theorie eine endliche Dimension entsteht. Dieses Phéinomen ist auch unter dem englischen Namen
‘Dimensional Transmutation’ bekannt.

Es ist iiblich, die Funktion g(x) mit Hilfe von Ay s auszudriicken:

_ 1
~ 2blog £

Ay m

9* () (44)

Die Brechung der Skalensymmetrie generiert auch ein Gluon-Kondensat: der Vakuumerwartungswert

(vev) von Gluonfeldern verschwindet nicht und bildet das sogenannte Gluon-Kondensat:

11N, o 11N, \
H\ — S na a,uv ~ — ~
(T1) < 5 oGnG > 15 (350-600 Mev)". (45)

Die numerischen Resultate wurden fiir N, = 3 mit Hilfe von Gitter-Simulationen und QCD-Summenregeln
berechnet [22]. Es ist insofern wichtig, dass hadronische Modelle dieses Kondensat beriicksichtigen, sie-
he spiter fiir ein explizites Verfahren.

Wenn die Quarks berticksichtigt werden, transformieren sie unter einer Dilatationstransformation wie

q (@) = "q(x) (46)
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da sie Dimension 3/2 haben. Die Diskussion ist dem vorherigen Fall dhnlich, bis auf die Konstante b,

die in Anwesenheit von Quarks
_ 1IN, — 2Ny

b=
4872
lautet. Es gilt b > 0 fir Ny < L N.. Das ist eine Bedingung, die in der Natur (Ny = 6 und N, = 3)
erfiillt ist.

(c) Chirale Symmetrie U(Ng)g x U(Ny)g,
Im Limes m; — 0 ist Locp unter folgender U(Ny)r X U(Ny)r-Transformation der Quark-Felder

invariant:
¢ = Gi,r + ¢, — Ur,ijqj,r + ULijq L » (47)
mit
Ur € UNj)R , Uy € UNS)L . (48)

Die rechtshéndigen und linkshéndigen Spinoren g; r und g; r, sind wie folgt definiert:

qi,R = PRq7 ) qJ,R = QZPR7 qi,R = q'LPL ) (49)
¢, = Prgi , qiL =q/PL, Ty =P R (50)

und 1 1
PR=§(1+’Y5),PL=§(1—%)- (51)

Das ist die berithmte chirale Symmetrie zwischen links- und rechtshiandigen Quarks.

(d) U(1)4 Anomalie
Die U(1) 4-Transformation ist eine Untergruppe von U(Ny)r x U(Ny)g. Sie entspricht der Wahl

Uy =Ur =Uf =& | (52)
d.h.
“’ﬁ *“’ﬁ iwtys
qi,R — € fqir, QL —¢€ fqiL =q—e q. (53)

Diese Symmetrie wird auch von Quantenfluktuationen explizit verletzt. Deswegen wird sie auch An-

omalie genannt. Die Divergenz des axialen Stroms

Ny
AS =g =Y 77" q (54)

i=1

verschwindet ndmlich wegen der Quantenfluktuationen nicht. Der Ausdruck lautet

2
0 __ g Nf a va,pv
8“14# = 35 GWG L0, (55)
wobeil der duale Gluon-Tensor .
Gom = 58“””’(?;0 (56)

eingefithrt wurde.

(e) Spontane Symmetriebrechung der chiralen Symmetrie: SU(Ny)r x SU(Ny)r, — SU(Ny)y
Die spontane Symmetriebrechung der chiralen Symmetrie ist ein zentrales Phéinomen in der niederener-
getischen hadronischen Welt: sie erklért, warum die Pionen (beinahe) masselos sind, und warum ihre

Wechselwirkung schwach ist. Sie verursacht Massenunterschiede zwischen Multiplets und beeinflusst
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viele Zerfallsmoden stark. Um sie genau zu verstehen, schreiben wir zuerst die chirale Symmetriegruppe
der QCD wie folgt:

U(Nf)R X U(Nf)L =U(1)y x SU(Nf)V x U(1)a x SU(Nf)A . (57)

Die Transformation Uy (1) entspricht der Wahl

Uy =Uy =Ug = (58)
SU(Ny)v entspricht der Wahl
Uy =Up=Ug=¢%" (a=1,.,N? 1), (59)
und SU(Ny) 4 entspricht der Wahl
Us=Up =Ul=e (a=1,..,N? - 1). (60)

Es ist wichtig zu beachten, dass SU(Ny)4 keine Gruppe bildet, da das Produkt zweier Elemente kein
neues Element der Menge ist. Es ist aber genau die Symmetrie unter den SU(Ny) 4-Transformationen,
die spontan gebrochen wird. Das Vakuum der QCD |0g¢cp) ist nicht invariant unter dieser Transfor-
mation, was wegen des Goldstone-Theorems zur Folge hat, dass pseudoskalare Anregungen mit Masse
Null entstehen (die oben erwéhnten Pionen).

(f) Ezplizite Symmetriebrechung durch die Quarkmassen
Der Massenterm

Ny
»Cmass - Z miqiqi (61)
=1

in der QCD-Lagrange-Dichte bricht explizit viele der oben genannten Symmetrien.
Die Spuranomalie wird dadurch verursacht, dass die Massen dimensionsbehaftet sind. Die entstehende
Verletzung ist aber deutlich kleiner als die Quantenverletzung im Eichsektor. In Anwesenheit der

Quarkmassen lautet die Spur des Energie-Impuls-Tensors

B9) \

g _

1= M0 o+ Soma, )
i=1

wobei der letzte Term die explizite Symmetriebrechung der Skalensymmetrie durch die nicht verschwin-

denden Quark-Massen beschreibt.

Die Symmetrie unter U(Ny)y = U(1l)y x SU(Ny)y-Transformationen ist nur erhalten, wenn die

Massen gleich sind: m; = mgy = .... = my,. Sobald es einen Massenunterschied gibt, ist diese Symmetrie

auch verletzt. Die Divergenzen der entsprechenden Stréme,
Vi=q/"tq, (63)

lauten
8“V; =1iq[m,t"q#0, (64)

wobei 1 = diag{mi,ma,...,mn; }. Die Uy (1)-Symmetrie, die der Wahl a = 0 entspricht, bleibt von
dem Massenterm ‘verschont’. Sobald zwei Massen gleich sind, wie z.B. m; = my, gibt es andere Strome,
die erhalten bleiben.

Die Symmetrie unter U4 (Ny) = Ua(1) x SU4(Ny)-Transformationen wird verletzt, sobald m; # 0. Sei

a _ — 5;a
Al =gyt (65)
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dann gilt:
a __ = 5 ~ a .s
oM AL = igy’{m,t"}q # 0 fiir a # 0. (66)

Die explizite Brechung der SU4(Ny)-Symmetrie verursacht eine kleine, aber nicht verschwindende
Masse der Pionen, die dann Quasi-Goldstone-Bosonen sind. Die Divergenz des Stroms fiir den Fall

a = 0 besteht letztendlich aus zwei Beitrégen,

9> Ny
3272

A, = 2imrPq — G, G (67)
wobei der erste klassisch ist und der zweite die Ua(1)-Anomalie beschreibt. Die axiale Anomalie hat
eine wichtige Folge im pseudoskalaren mesonischen Spektrum: das entsprechende isoskalare Meson (7’
in der realen Welt) entspricht keinem Goldstone-Boson, da die Symmetrie ohnehin durch die Quanten-
Fluktuationen verletzt ist.

Da diese Arbeit auf die leichten Quarks fokussiert ist, ist man tiberwiegend an den Fillen Ny = 2 und
Ny = 3 interessiert. Fiir Ny = 2 ist die explizite Brechung durch die Quarkmassen klein: m, q < Ay .
Auflerdem werden wir in dieser Arbeit in der SU(2)y-Nédherung m = m,, = mq arbeiten: die kleinen
Brechungseffekte sind proportional zu dem kleinen Massenunterschied my—m,, und, obwohl interessant,
wenn man bestimmte Prozesse studiert, sind sie fiir den Zweck dieser Arbeit vernachlissigbar. Fiir
Ny = 3 ist der Wert der s-Masse (130 MeV) zwar noch klein im Vergleich zu vielen Resonanzen,
dennoch ist er von derselben Gréflenordnung wie Ay yr, ms ~ Ay > m. Das bedeutet, dass die
explizite Brechung durch die s-Masse in der Regel nicht vernachléssigbar ist.

Als letzter Punkt beschreiben wir kurz ein physikalisches Bild, das im Rahmen des beriihmten Nambu-
Jona-Lasinio (NJL)-Modells entsteht [23] und das die Punkte (e) und (f) vereint. Die spontane Sym-
metriebrechung von SU(Ny) 4 kann als Folge der dynamischen Erzeugung einer effektiven Quarkmasse
beschrieben werden. Die Wechselwirkung eines Quarks mit dem nicht-trivialen QCD-Vakuum bedeutet

schematisch (N; = 2 als Beispiel):
m~5MeV — m* ~ 300 MeV >>m . (68)

Mit solch grofilen Quarkmassen ist deutlich, dass die Symmetrie unter SU(Ny)a-Transformationen
nicht einmal annéhernd erfiillt ist: 0" Af, oc {m*,t*} # 0. Diese massiven Quarks werden auch Quark-
Konstituenten genannt. Sie sind effektive Quasi-Teilchen, die die Bestandteile von Mesonen und Ba-
ryonen darstellen. Zahlreiche Modelle benutzen erfolgreich diese Ideen, um die Phiénomenologie der

QCD im Niederenergiebereich von einem mikroskopischen Standpunkt zu erkléiren.

3.3 Konstruktion des Modells im mesonischen Sektor

Ein effektives, niederenergetisches hadronisches Modell muss die Eigenschaften (a)-(f) besitzen. Wir
besprechen die Einzelheiten der Punkte (a)-(f) unter dem Standpunkt eines mesonischen Modells, das
(pseudo)skalare und (axial)vektorielle Felder enthélt. Der Zusammenhang zwischen diesen Symmetrien
wird uns die Moglichkeit bieten, ein Kriterium zu formulieren, das das effektive Modell wesentlich

vereinfacht.

3.3.1 Confinement

Wegen des Confinements arbeiten wir mit Meson-Feldern (Matrizen @, R, ..., siehe unten), die farbneu-
tral sind: ® — &, R — R, ... Aus diesem Grund ist die Symmetrie unter SU(N,.). aus Abschnitt 3.2
vom Anfang an trivial erfiillt. Dennoch ist die Large-N. Abhingigkeit in den Parametern versteckt:

die Parameter skalieren mit inversen Potenzen von N., wie im Verlauf dieses Abschnittes erkléirt wird.
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3.3.2 Eichsektor

Wir brauchen auch auf dem confinierten Niveau die korrekte Beschreibung der Spuranomalie und der
Entstehung einer Dimension im Modell. Wir fithren zu diesem Zweck ein Skalarfeld G ein, das die
Physik der Spuranomalie enthilt.
Intuitiv gibt es die Entsprechung

G* ~ GG, (69)

wobei G ein kollektives Feld ist, das die Gluonen beschreibt. Wie in Ref. [24] gezeigt wurde, erfiillt die
folgende Lagrange-Dichte

1
L = 5(3;&7)2 —Vau(G) , (70)
it
- v«m—lmék%{G)—GT (71)
at 4 7% Ac 4

die gewiinschten Eigenschaften. Wegen des logarithmischen Terms ist die Dilatationssymmetrie
G(z) — G'(2') = \G(z) und 2* — A\~ lg#
explizit gebrochen. Die Divergenz des Noether-Stroms lautet nun:
1 m%;

ot =Th = —~—EG*. (72)
" mTUAAG

Es gibt eine klare Entsprechung zu Gl. (40). Wenn man den Vakuumerwartungswert berechnet, gilt

1 m2 1 m?2 11N, «
p\ — [ _ TGN TG e c % ~a apuv
<%><4%G> 4M%_<48ﬂ@ﬁ >. (73)

Der Wert Gy = A entspricht dem Minimum des Potentials Vy;;(G). Das impliziert, dass

1
(Th) = —ngAg . (74)

Wenn man das Feld G um Gg verschiebt, G — Gg + G, und wie iiblich eine Taylor-Entwicklung
durchfiihrt, kann die Masse des Feldes G bestimmt werden: sie lautet einfach mg. Dieses Teilchen ist
der beriihmte skalare Glueball, d.h. der leichteste gebundene Zustand, der aus Gluonen besteht. Die
Existenz dieses Zustandes wurde in zahlreichen Gitter-Simulationen bestétigt [14], und der numerische
Wert lautet mg ~ 1.5-1.7 GeV. Ein guter experimenteller Kandidat ist die Resonanz f;(1500): ob-
wohl Beimischungen von Quarkonia erwartet werden (sie entstehen auf eine natiirliche Weise, sobald
Quarksfreiheitsgrade berticksichtigt werden), zeigen viele Modelle, dass diese Resonanz dominant aus
Gluonen besteht [25] (siche auch die Review-Artikel in Ref. ([26])).

Die Verbindung mit dem Yang-Mills-Sektor der QCD kann auch numerisch benutzt werden. Gittersi-

mulationen und QCD-Summenregeln zeigen, dass
O[‘ a a v
<?SGWG ” > — (200-600 MeV)™. (75)

Das impliziert den folgenden Wert fiir AZ:

11/« (0.25-0.8 GeV)* 5
2 _ SGQe GOV~ = - V
A= r < 5 GG > ~ Z (0.23-0.7 GeV)?, (76)

wobei im letzten Schritt der numerische Wert mg ~ 1.5 GeV benutzt wurde.
Die Diskussion iiber Gluebélle kann verallgemeinert werden: es wird némlich nicht nur ein einziger

Glueball erwartet, sonder eine unendliche Reihe mit wachsenden Massen. Der skalare Glueball ist
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besonders wichtig, weil er der leichteste Glueball ist und weil er mit der Spuranomalie verbunden ist.

Es ist aber nicht schwierig, weitere skalare und pseudoskalare Gluebille mitzunehmen:

L=La+ Y aGiG*+> GG, (77)
k E,l

wobei die Konstanten «, die Wechselwirkungen mit dem leichtesten Glueball G und f,; Selbstwech-
selwirkungen und gegenseitige Wechselwirkungen darstellen. (Gluebiille mit anderen Quantenzahlen
konnen auch auf eine #hnliche Art eingefiithrt werden). Es wiire interessant, auf diese Weise das Glue-
ballspektrum zu studieren; es ist aber nicht das Ziel dieser Arbeit. Da Gittersimulationen zeigen, dass
weitere Gluebille oberhalb 2 GeV liegen, konnen diese weiteren Zustinde in den folgenden Erwiigungen
ausgelassen werden.
Als letzten Punkt beschreiben wir die Large-N. Abhéingigkeit der Parameter. Der Parameter mg ist
N, unabhiingig, damit die Glueballmasse korrekterweise wie NO skaliert. Der Skalenfaktor Ag hingegen
skaliert wie N., damit die G*-Wechselwirkung wie 1/N?2 skaliert. Zusammengefasst gilt:

mGo(NS,AGo(NC. (78)

Die Koeffizienten ay und B, in Gl. (77) skalieren wie 1/NZ.

3.3.3 Die Einfiihrung von skalaren und pseudoskalaren Quark-Antiquark-Mesonen

Wir fithren skalare und pseudoskalare Felder ein, die in der Meson-Matrix ® eingebettet werden. Die
Matrix, die die Quarkfelder beschreibt, lautet:

D;; = V2, paiL - (79)

Die Aquivalenz = bedeutet, dass ® und \/5@7 R, gleich unter chiralen Transformationen transformie-
ren. Es bedeutet aber nicht, dass die Meson-Matrix ® aus einem perturbativen Quark-Antiquark-Paar
besteht. Die Matrix ® ist ein nicht-perturbatives Objekt. Man kann sich die physikalische Situation
wie folgt ausmalen: ein findet eine nicht-perturbative Modifikation der perturbativen Quarks durch
Gluonen und Quark-Antiquark-Vakuumpaare statt, die den Quarks eine effektive Masse von ungefiahr
300 MeV verleiht. Die Matrix ® kann in guter Néiherung als ein zusammengesetztes Objekt interpre-
tiert werden, das aus einem effektiven Quark und einem effektiven Antiquark besteht. Es ist wichtig
zu bemerken, dass die nichtperturbative Modifikation die Transformationseigenschaften unveréindert
lasst. Aus diesem Grund ist es ausreichend, die Identifizierung ®;; = \/5% RrYi,r zu machen, wenn man
nur an den Transformationseigenschaften interessiert ist.

Da die Quarkfelder unter einer chiralen Transformation wie ¢;.,;, — Urqi.1, ¢;,r — Urq;, g transformie-
ren, transformiert die Matrix ® wie folgt:

® — U, oU}, . (80)

[Die Uy (1)-Transformation wird trivial: fir Uy = U = ¢ gilt & — ®).
Die Matrix ® kann auch als

®;; = V2q; gai.L = V24, PLPLgi = V24, PLai
1. 1, .
=7 (@9 —7,7°a) = 7 (@ + i7;i7°q) (81)

geschrieben werden, wobei P, = (1 — %) und Pr = 3(1 ++°) die Chiralitétsprojektoren sind. Man
erkennt in der letzten Gleichung den skalaren und den pseudoskalaren Strom:

Sij = ;4 » Pij = 4;i7°qi (82)
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und letztendlich
dP=85+iP. (83)

Die Matrizen S und P sind hermitesch. Daher konnen sie auch als
S = 5%, P=Pi”® (84)
5% = \/2qt%, P* = \/2giy"t%. (85)

ausgedriickt werden, wobei t* die Generatoren der Gruppe U(Ny) sind (a = 0,1, ..., NJ% —1).

Eine wichtige Nebenbemerkung betrifft noch die Identifizierung ®;; = ﬂ% rgi,r (und die daraus
stammenden Identifizierungen in Gl. (85)). Eine Moglichkeit, die Verbindung zwischen dem nicht-
perturbativen Objekt ®;; und den perturbativen Strijmen\/iqj, Rr4i,1, besser zu verstehen, besteht darin,
®;; als nicht-lokale Zusammensetzung von \/ﬁqj, r4i,1, darzustellen:

®ij = /d4y\/§§j’3(x +9/2)qi.L(x—y/2)f(y) (86)

wobei f(y) eine nicht-perturbative Vertex-Funktion ist. (Der perturbative Limes entspricht der tri-
vialen Wahl f(y) = d(y).) Eine Klasse von quark-basierten Modellen beruht auf solchen nichtlokalen
Feldkonfigurationen [27]. Es ist aber deutlich, dass die Flavor-Transformationen unverédndert bleiben.
(Das ist nicht der Fall fiir lokale Eichtransformationen; es ist aber moglich, den nicht-lokalen Strom
lokal farbinvariant zu machen, siehe z.B. Ref. [28]. Dieser Punkt ist aber fiir unsere Studie nicht rele-

vant.)

Tabelle 2: Transformationseigenschaften von P, S und ®.

P= 5200 P'A S=J%ioSN $=35+iP
Elemente ’P?j = ajmqi S?-j = 7,4 ‘I’i; = \/iaj,RQi,L
Strome P! =gqiv® \/\/iq Si = 55/5 & =27, %QL

P —P(2Y, —x) S(20, —x) T (20, —x)

(@ pt St Pt
U(Ny)v Uy PUY, UySU;, Uy Uy,
U(Ny)a & (vaevs —Uiotv}) | § (Uaeva + UeiU}) UadUs

UNp)rx UNp)L | 4 (UoUf - ugatu]) | 3 (vie0f + upeiv]) ULeU},

Es wird zuerst der chirale Limes m; — 0 betrachtet. In diesem Fall ist die chirale Symmetrie der QCD
exakt. Insofern muss auch eine Lagrange-Dichte Lg fiir das Feld ® hingeschrieben werden, die diese

Symmetrie exakt erfiillt (die U (1)-Anomalie wird zuerst vernachlissigt):
Lo =Tr[(0"®)1(9,8) — m2dTd — X (<I>T<1>)2] — A (e[0T D)2 . (87)

Das ist das iibliche o-Modell der QCD mit (pseudo)skalaren Quarkonia, das als wichtiges Mittel zur
Erforschung der QCD gedient hat.

Normalweise werden weitere Terme, wie z.B. (Tr[®T®])5, nicht mitgenommen, da man die Renor-
mierbarkeit der effektiven Theorie fordert. Diese Motivation kann aber nicht gelten: eine effektive
Theorie ist nicht bis zu einer hohen Energieskala (wie Mpjancr) gliltig. Es spricht in dieser Hinsicht
nichts dagegen, weitere Terme hinzuzufiigen, die, obwohl nicht renormierbar, die Symmetrie erfiillen.
In der chiralen Storungstheorie, wo die Energiegrenze so niedrig ist, dass nur die Pionen mitgenom-

men werden (sieche Abschnitt 2), werden tatséichlich -prinzipiell- unendlich viele Terme mit beliebiger
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Dimension hingeschrieben, obwohl aus praktischen Griinden eine Rechnung nur bis zu der dritten
Ordnung durchgefiihrt werden kann. Auch nicht-renormierbare Terme werden beriicksichtigt, und ein
Power-Counting-Schema wird eingefiihrt.

Die Situation dndert sich, wenn man auch das schon diskutierte Dilaton-Feld G mitnimmt. Das erlaubt,

ein Kriterium zur Erstellung eines hadronischen Modells zu formulieren.

3.3.4 Ein Kriterium fiir die Konstruktion eines hadronischen Modells

Die vollstiéindige Lagrange-Dichte mit dem Dilaton-Feld G, mit der Quarkonium-Matrix ¢ und mit

anderen Quarkonium-Feldern hat die schematische Form
1
Lhaod = ,Chad(G, P, ) = 5(8#(;)2 - Vdil(G) + Tr [(8“@)*(8“@)] — V}md(G, P, ) R (88)

wobei ... fiir weitere Felder steht. Sie kénnen schwerere skalare und pseudoskalare Multipletts ®; mit
kE = 1,2,..., weitere Glueball-Felder wie in Gl. (77), Felder mit anderen Quantenzahlen (wie die in
Kiirze zu betrachtetenden (axial)vektoriellen Felder), usw. sein.

Wir fordern die Giiltigkeit der folgenden zwei Bedingungen:

(1) Im chiralen Limes (m; = 0) soll es im L},,4 einen einzigen dimensionsbehafteten Parameter geben:
Ag, der im Potential Vg (G) auftaucht. Dadurch wird die Spuranomalie, genau wie in der QCD, im
Eichsektor generiert.

(2) Das Potential V,,4(G, ®, ...) soll keine Singularitéten haben, wenn die Felder einen endlichen Wert
annehmen.

Diese zwei Bedingungen sind allgemein, dennoch schrinken sie Lpqq auf eine entscheidende Art und

Weise ein. Zum Beispiel verbietet Punkt (1) den Term
o Te[01®])0 | (39)

weil der Parameter a Dimension Energie=2 hat.

Der analoge Term

% (Tr[®T®])° (90)
enthilt die dimensionslose Konstante $ und ist daher im Einklang mit Punkt (1). Dadurch wird aber
Punkt (2) verletzt: fiir G = 0 ist dieser Term singulidr. Die Giiltigkeit von Punkt (2) ist auch insofern
wichtig, weil mit wachsender Temperatur das Gluonkondensat G verschwindet, was die Anwesenheit
von Termen wie %(Tr[(lfffb])ﬁ problematisch macht.

Man ist gezwungen, nur Terme mit Dimension exakt 4 mitzunehmen. Auerdem ist die Kopplung mit
dem Dilaton-Feld festgelegt. Mit den Feldern G und ® lautet die allgemeinste Lagrange-Dichte, in der

die Bedingungen (1) und (2) (und natiirlich die chirale Symmetrie) erfiillt sind :
1
Loo = §(GMG)2 — Vair(G) + T [(a%)*(a@) —aG?*dTD — ), (@%)2} — A\ (Tr[®T®))2. (91)

Der zweite Term aG?®*® beschreibt auch die Wechselwirkung zwischen dem Glueball und den (pseu-
do)skalaren Mesonen. Die Verbindung mit Lo von Gl. (87) ist klar:

mé = aG% | (92)

wobei -wie erfordert- a dimensionslos ist. (Wenn Quarkonia anwesend sind, ist Gy ~ Ag, aber nicht
exakt gleich, da Mischungen auftreten.) Es ist daher nicht die Renormierbarkeit, sondern die Dilatati-

onsinvarianz, die uns zwingt, nur Terme nur mit Ordnung (exakt) 4 mitzunehmen.
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Die Large-N,. Abhéngigkeit der Parameter steht fest:

ax N7? —mi o NV | (93)
)\QO(Nc_l 5 (94)
A o< N2 | (95)

Der \o-Term geht wie N !, da er eine Vierwechselwirkung von Quark-Antiquark-Zustinden beschreibt.
Der A\;-Term wird um einen weiteren Faktor N, unterdriickt und skaliert wie N 2 : das ist so, weil
der Term aus dem Produkt von zwei getrennten Spuren gebildet ist. Auf dem mikroskopischen Quark-
Gluon-Niveau sind weitere Large-N,. unterdriickte transversale Gluonen notwendig, um diesen Term

Zu generieren.

3.3.5 Die Einfiihrung von vektoriellen und axialvektoriellen Quark-Antiquark-Mesonen

Die friihere Argumentation beziiglich Lpq4(G, ®, ...) ist prinzipiell giiltig, wenn alle mesonischen Felder
mitberiicksichtigt werden. Es handelt sich ndmlich um eine unendliche Anzahl von Gluebillen und
Quarkonia. Es ist aber natiirlich zu erwarten, dass massive Felder (mit Masse 2 2 GeV) keinen grofien
Einfluss auf die leichten Resonanzen haben.

Die vektoriellen und axialvektoriellen Felder sind leicht (< 1.4 GeV) und miissen mitgenommen werden,
damit eine konsistente und vollstéindige Beschreibung der mesonischen Niederenergiephysik erfolgen
kann. In vielen Studien der hadronischen Welt wurden nur (pseudo)skalare Mesonen berticksichtigt
und die (axial)vektoriellen Mesonen vernachlissigt. Das ist unserer Ansicht nach weder qualitativ
noch quantitativ korrekt: die Einfithrung von (axial)vektoriellen Freiheitsgraden beeinflusst stark die
physikalischen Eigenschaften von (pseudo)skalaren Mesonen. Es ist aus diesem Grund nicht moglich,
diese Felder auszulassen. Dabei soll nicht vergessen werden, dass die Vektormesonen sogar leichter als
die Skalarmesonen sind: sobald die Skalare eingefiihrt werden, was in einem linearen Schema natiirlich
ist, ist es nicht erlaubt, die Vektorfelder zu vernachléssigen. Die Axialvektormesonen treten dann als
chirale Partner der Vektormesonen auf.

Eine erste allgemeine Studie des Problems hat es in Ref. [29] gegeben. In Ref. [30] wurde das chirale
Modell fiir den Fall Ny = 2 in dem sogenannten chiral-lokalen Limes untersucht und in Ref. [31] die
(axial)vektorielle Propagatoren berechnet wurden. Jedoch ist es bemerkenswert, dass ein hadronisches
Modell, das auf der einfachen Idee der globalen chiralen Symmetrie und Skaleninvarianz basiert, erst
neulich erforscht wurde, siehe Ref. [4, 5], deren Resultate wir noch spéter diskutieren werden.

Wir widmen uns der Konstruktion einer Lagrange-Dichte, die die vorher genannten Prinzipien erfiillt
und die (Axial)Vektormesonen enthilt. Auf dem mathematischen Niveau fithrt man die folgenden
Ny x Ny Matrizen R, und L, ein:

- _ r . - _ _

Riy = V24, 10" G n = 7 @7 —a,7°"a) (96)
- _ 1 . - _

L = V20 g7 T g = 7 (@7"a +3,7° 7" @) - (97)

Sie transformieren unter chiralen Transformation wie
R* — UgRM"U}, , L* — UL LFU] (98)

Die Matrizen R, und L, konnen wiederum als Funktion der vektoriellen und axialvektoriellen Matrizen
V,, und A, ausgedriickt werden
RH =VH — AF | (99)
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LF = VH 4 AF (100)

wobei:
1 - — aza a — a
Vi = 50 = VI VRt = Vg (101)
1 — Dl aia a — 5 a

V2

Die Tabellen 3 und 4 zeigen die Transformationen der Felder R*, L* und V), und A,,.

Tabelle 3: Transformationen von R, und L,

R, = % Zf:o R/Z.L)‘i Lu:% Z?:o LL)‘i
Elemente R = \/iqj,R’V“(h,R LY = \/iﬁj’zﬂ"ql‘,}z
Stréme Ri =qpY" %qR LL =g >‘i2qL
P ngL#(xOv —x) guVR#(xOv —x)
C —I, R
U(Ny)y Uy R, U, Uy L, U],
U(Nf)a UaR, U} UYL, Ua
U(Np)rx U(Ng)L UrR, UL ULR, U}

Tabelle 4: Transformationseigenschaften von V,, and A4,
1 8 i _ 1 8 i

V=5 i Vi | Ap= 7 Do ApNi

Elemente VZ’; = \/iaj’Y”(Ji AZ— = \/5@'75’7”%‘

Strome Vi =gk %q AT =Gy %q
P 9" Vu(2°, —x) —gt A, (20, —x)
C _Vlf Az

Es wird oft behauptet, dass die Paritéit eines Vektormesons negativ ist. Das stimmt, wenn man sich
auf die raumlichen Komponenten bezieht: p'(t,x) — —p’(¢, —x). Die nullte Komponente transformiert
hingegen mit positiver Paritit: p°(¢,x) — —p°(¢, —x). In einem dichten Medium kondensieren eben
die Komponenten w® und p°.

Die Lagrange-Dichte L4y, die die (Axial)Vektormesonen einschliefit, folgt aus denselben Prinzipien
wie der (pseudo)skalaren Sektor: nur Terme mit Dimension (exakt) 4 werden beriicksichtigt. Sie kann

als Summe von vier Termen aufgestellt werden:
Lav =Ly av + Lz av +Lyav + Lps,av , (103)

wobei 2,3,4 die Anzahl der Felder signalisiert und £pg 4y die Wechselwirkung mit den (pseudo)skalaren
Mesonen darstellt.

Der Term Lo 4y lautet

Loay = —iTr[(L’“’)Q + (RM)?] + gGQTr[(L“)Q + (R, (104)
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wobei die Feldtensoren L*” und R*¥ durch
LY =9rLY —9VL*, R = 0"RY — 9 R* (105)

gegeben sind. Dieser Term beschreibt die Propagation der (Axial)Vektormesonen. Man erkennt aus

Lo av einen Massenterm fiir diese Felder: wenn das Gluonfeld kondensiert, gilt
mi = bGp (106)

wobei my der Beitrag zur (axial)vektoriellen Masse ist, der aus dem Gluon-Kondensat Gy stammt.
Weitere Beitrige zur Masse der (Axial)Vektormesonen stammen vom Quark-Antiquark-Kondensat ¢,
siehe Ref. [4] fiir Details.

Die Lagrange-Dichten £3 4y und £4 a4y enthalten 3- und 4-Punkt-Vertices von (Axial)Vektormesonen:

L3 av = —2igs (Tr[L,, [LH, L¥]] + Tr[R,, [R", R"]]) , (107)

£4,AV = g3 {TI" [L#LVLMLV] + Tr [R#RURNRV]} +
g4 {Tr[L'L,L"L,] 4+ Tr [R*R,R"R, |}
g5 Tr [RFR, ] Tr [L* L, ] +
g {Tr[L, L*|Tx[L, L*] + Tr[R, R*|Tr[R,R"]} . (108)
Es ist wichtig zu betonen, dass £4 4y keinen Einfluss auf die Zerfille hat, die wir spéter unterscuhen
werden.

Der letzte Term von Gl. (103) beschreibt die Wechselwirkung der (Axial)Vektormesonen mit den
(Pseudo)Skalarmesonen:

Lps.av =Tr[(igi (PR* — L'®))T (0" ®)] + Tr [(0" @) (igi (PR — L'®))] (109)
. . h
+ Tt [(ig1 (PR* — L*®)) (ig1 (PR* — L*®))] + ?1Tr [®@®'] Tr [L,L" + R, R"] (110)
+ hoTr [®1L,L'® + ®R, R*®] + 2h3Tr [®R,TLH] . (111)
(Der g2?-Term ist nicht unabhingig und kénnte in die Konstanten hy und hs absorbiert werden, aber
diese Form wird bevorzugt, weil der (chiral-)lokale Limes, der oft in der Literatur studiert wurde,

einfacher ist, siehe spiter).
Die Large-N. Abhéngigkeit der Parameter lautet:

g1, g2, g X Nc_l/2 )

h2a h37 g3, g4O(Nc_17
hla g5, ge OCN:Q )

box N2 —mioc NY . (112)

3.3.6 U(1l)s-Anomalie

Die U(1) s4-Anomalie wird in Betracht gezogen, indem man den folgenden Term zur Lagrange-Dichte
addiert:
Li1y, = c(det ®T + det @) . (113)

Dieser Term ist invariant unter SU(Ny)g x SU(Ny)z, das die Transformation ® — U ®U}, generiert.
Das ist einfach zu beweisen, indem man die Eigenschaft det|ABC] = det[A] det[B] det[C] zusammen
mit der Einheit der Determinante einer SU(N)-Matrix ausnutzt.
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Der Term in Gl. (113) ist aber nicht invariant unter U(1)4. Unter einer U(1) 4-Transformation ® —
2”@ bekommt man némlich:

c(det @ + det @) — c(e” VT det T + VT det @) . (114)

Dieser Term trigt zur Masse der isoskalaren-pseudoskalaren Bosonen bei: die Masse verschwindet auch
im chiralen Limes nicht. Diese Felder sind also keine Goldstone-Bosonen. Das ist versténdlich, da
die Symmetrie ohnehin auf dem hadronischen Niveau gebrochen ist. Im pseudoskalaren Spektrum ist
tatséchlich die Resonanz n’ (~ 1 GeV) wesentlich schwerer als die anderen pseudoskalaren Resonanzen:
der Grund dafiir ist die axiale Anomalie.

Der Parameter c skaliert im Large-N.-Limes auf eine Ny-abhéingige Weise: ¢ oc N. Nil2 P N =2
verschwindet er schneller als die iibliche Skalierung der anderen Parameter. Das bedeutet, dass fiir
Large-N,. die Anomalie vernachlissigbar ist. Das entsprechende Meson ist dann ein Goldstone-Boson
fiir N. > 1.

Es ist wichtig anzumerken, dass fiir Ny # 4 der Parameter ¢ dimensionsbehaftet ist. Das ist eine
Ausnahme der diskutierten Regel. Das ist aber moglich, da die Anomalie auch von dem Eichsektor
stammt. Es ist in dieser Hinsicht nicht notwendig (obwohl nicht verboten), diesen Term mit einer
passenden Potenz vom Dilatonfeld G' zu multiplizieren. Der hier présentierte Term in Gl. (114) ist
nicht die einzige Moglichkeit, die axiale Anomalie zu beschreiben. Eine andere Moglichkeit erfolgt
durch einen logarithmischen Term [32]. Weitere Studien dieses Sektors im Rahmen eines chiralen

Modells sind moglich und interessant.

3.3.7 Spontane Symmetriebrechung

Um die spontane Symmetriebrechung zu diskutieren, reicht es fiir eine qualitative Studie, das Potential
der Lagrange-Dichte L von Gl. (91) entlang der Wahl ® = ¢t° zu studieren:

V(G,0) = Vau(G) + aG?*0* + (Mg + \p)o™. (115)

(In diesem Unterabschnitt wird die U4 (1)-Anomalie vernachléssigt). Eine vollstéandige Studie erfordert
die Suche der Minima. Fiir unsere Zwecke muss Folgendes klargestellt werden:

e ¢ > 0 — Minimum fiir Gy # 0, o9 = 0.

e ¢ < 0 — Minimum fiir Gy # 0, o¢ # 0.

Wenn o nicht verschwindet, ist die spontane Symmetriebrechung der chiralen Symmetrie realisiert. Die
Transformation SU(Ny) 4 ldsst das Vakuum nicht invariant. In diesem Fall gibt es eigentlich unendlich
viele Minima, wenn man die anderen Isospinrichtungen betrachtet. Die Erhaltung der Paritit und der
SU(Ny)y-Symmetrie erfordert aber, dass nur der Isospin-Singulett-Zustand o kondensieren kann.
Man kann heuristisch wie folgt argumentieren: Go ~ Ag. (Das ist exakt, wenn a = 0, d.h. wenn
der Glueball von den Quark-Antiquark-Zustéinden entkoppelt ). Dann gilt oy ~ ’//\Q_Ta)\l' Es wird
deutlich, dass die spontane Symmetriebrechung durch die Brechung der Dilatationssymmetrie erzeugt
wird. Die Dilatationssymmetrie ist in dieser Hinsicht die ‘treibende Kraft’ fiir alle Phéinomene der

niederenergetischen QCD.

3.3.8 Explizite Symmetriebrechung durch Quarkmassen

Die chirale Symmetriegruppe wird auch explizit durch die Quarkmassen gebrochen. Das Modell be-

riicksichtigt diesen Punkt mit der Aufnahme des folgenden Terms:

Ly = Tr[H(®T + )], (116)
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wobei
H = diag{h,h2, ....,h) "} (117)

eine diagonale Matrix ist. Die Konstante h’g ist proportional zum Quadrat der k-ten Quarkmasse (z.B.,
h$ o< m2). Die Large-N, Abhingigkeit der Parameter lautet hj oc N; /2,

Es ist leicht zu priifen, dass im allgemeinsten Fall alle Symmetrien verletzt werden, bis auf die triviale
U(1)y-Symmetrie. Ein wichtiger Limes ist H = holy,: die SU(Ny)y bleibt in diesem Fall erhalten.
Im Fall Ny = 2 wird tatséchlich die Wahl H = hol, getroffen.

Die Existenz einer (auch infinitesimalen) Quarkmasse impliziert, dass die Minima nicht mehr entartet
sind. In dem vereinfachten Fall H = hgl, gibt es tatsdchlich nur ein absolutes Minimum des Potentials:
fiir @ < 0 entspricht dieses Minimum o > 0.

Es ist auch notwendig, die explizite Symmetriebrechung im (axial)vektoriellen Kanal in Betracht zu
ziehen. Das erfolgt durch einen dhnlichen Term

STEH (L) + (R)?) (118)

wobei die Matrix H in Gl. (117) definiert wurde und « ein neuer Parameter ist. Wenn H oc 1y, hat
dieser zusitzlicher Term keinen Einfluss, weil er mit dem zweiten Term von Gl. (104) iibereinstimmt,
wenn G = Gq gesetzt wird. Wenn aber die explizite Flavor-Symmetriebrechung beriicksichtigt wird,
kann man durch Gl. (118) in Betracht ziehen, dass (axial)vektorielle Zusténde, die aus schwere Quarks

bestehen, auch eine gréflere Masse bekommen.

3.3.9 Die gesamte Lagrange-Dichte

Die bis zu diesem Punkt durchgefiihrte Analyse bringt uns zum Hauptresultat dieses Abschnittes.
Man kann nun all die Teile zusammenfiigen und die mesonische Lagrange-Dichte fiir eine beliebige
Flavoranzahl Ny erstellen:

Lomes = Lao + Lav +Ly,1) + LH - (119)

Der Teil der Lagrange-Dichte, der fiir die Vakuumphysik relevant ist, wird explizit hingeschrieben:

1
Emes = §(auG)2 - Vdil(G)
+Tr [(D*®)T(D,®) — aG2®Td — A, (<I>T<I>)2] — A\ (Te[01 D)2
+ c(det @7 + det ®) + Tr[H (DT + )]
1 b
— L) 4+ (R SGPTR((LM)? o (R + S TR{H(LM)? + (R
— 2igy (Tr[L, [L*, L”]] + Tr[R,,,[R", R"]])
h
+ 5 T [®91] Tr [L, L¥ + R, R¥] +
+ hoTr [®TL, LMD + R, R*®] + 2h3Tr [PR,PTLH] + .., (120)
wobei
Dt = 9Hd — gy (LHD — DRM). (121)
Der g;-Term wurde in einer kovarianten Ableitung absorbiert. Die 4-Felder-Wechselwirkungsterme
zwischen Vektorfeldern haben keinen Einfluss auf die Vakuumphysik und werden in Gl. (120) nicht
explizit hingeschrieben.
Im chiralen Limes gibt es in Gl. (120) folgende 12 fiir die Vakuumphysik relevante freie Parameter:

m
AG7 5: Tza a, >\17 )\23 ba gi, 92, C, h17 hQ, h33 (122)
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wobei die einzigen dimensionsbehafteten Parameter Ag und ¢ sind. Auflerdem gibt es die diagonale
Matrix H = diag{h{, hZ, ..., hévf}, die Ny dimensionsbehaftete Parameter enthélt. Wenn man z.B. vom
Fall Ny = 2 zum Fall Ny = 3 iibergeht, gibt es nur einen zusétzlichen Parameter, hj.

Der chiral-lokale Limes entspricht der folgenden Wahl der Parameter:

2 2

g g
g1 = go, 93:31; 94:751; g5=96=0. (123)

Es ist aber bekannt, dass dieses chirale lokale Modell die physikalischen Werte von wichtigen Groflen
(wie z.B. die p — 7 Zerfallsbreite) nicht korrekt beschreiben kann. Es ist ein iiblicher Ausweg, Terme
von Dimension > 4 mitzunehmen, um dieses Problem zu lésen. Dieser Weg verstofit aber gegen die
vorher erwiihnten Bedingungen aus Abschnitt 3.3.4, die aus der Dilatationssymmetrie stammen. Aus
diesem Grund wird in dieser Arbeit die Hypothese der chiralen Lokalitdt nicht verwendet, weil sie zu
restriktiv ist. Das ist ohnehin im Einklang mit der QCD-Lagrange-Dichte, in der die chirale Symmetrie
global ist.

3.4 Ny = 2: Resultate und Diskussion
3.4.1 Resultate ohne Glueball

In Ref. [4] wurde der Fall Ny = 2 im Limes mg — oo (eingefrorener Glueball) ausfiihrlich untersucht.

Es gibt 16 mesonische Felder (4 skalare, 4 pseudoskalare, 4 vektorielle, 4 axialvektorielle Mesonen):

® = (0 +inn) t° + (@ + i) - T,
L = (" + 0+ (7 +al) -
R = (' = fIV0+ (0" —a) - T,

wobei t¥ = %12 und £ = %F (Pauli-Matrizen). Die Identifikation der Felder ist unproblematisch in den
0%, 17~ und 17" Sektoren: die Felder # und 7y entsprechen dem Pion und dem SU (2)-Gegenstiick
des n-mesons, Ny = (Tu + dd)/v/2. Die Masse des Feldes ny wird berechnet, indem man den physi-
kalischen Fall Ny = 3 entmischt, siehe z.B. Ref. [33]. Man bekommt den Wert m,,,, ~ 700 MeV. Die
Felder w” und p" entsprechen den Resonanzen w(782) und p(770), und die Felder f!' und ai* den
Resonanzen f;(1285) und a;(1260).

Ungliicklicherweise ist die Identifikation der skalaren Resonanzen {o,dp} nicht trivial und umstrit-
ten: dieses Thema hat sich zum eigenen Untergebiet der leichten hadronischen Physik entwickelt. Die
zwel (meist diskutierten, aber nicht die einzigen) Moglichkeiten sind die Paare {f5(600), ag(980)} und
{f0(1370),ap(1450)}. Wir nennen diese zwei Zuordnungen jeweils Szenario I und Szenario II. Das
richtige Szenario zu ermitteln ist von primérer Bedeutung nicht nur fiir die Vakuumphysik; auch die
Phénomenologie bei nicht verschwindender Temperatur und Dichte hingt auf eine entscheidende Art
und Weise davon ab.

Die Studie in Ref. [4] beruht auf bekannten experimentellen Grofen, wie den Zerfallsbreiten p — 7,
ag — mn und den 7r-Streuldngen, usw. Aufierdem wurde auch das Photon in das Modell (durch mini-
male Kopplung) eingebaut: das ist wichtig, um die Berechnung des Zerfalls a1 (1260) — 7y durchfiihren
zu koénnen.

Folgende Erkenntnisse wurden gewonnen:

e Im Szenario I (leichtes o, M, < 500 MeV) ist die Zerfallsbreite I, - bei Weitem zu klein: I'y . 1r <
200 MeV. Das Experiment zeigt hingegen eine sehr breite Resonanz: fo(600), mit I' s (600)—rr < 500

MeV. (Aus diesem Grund wurde sogar lange von den Experimentalphysikern bezweifelt, ob eine sol-

che Resonanz iiberhaupt existiert. Mittlerweile gilt die Existenz dieser leichten skalaren Resonanz als
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Abbildung 3: Zerfall I'y_,, als Funktion der o-Masse im Szenario I mit (Z = 1.667) und ohne
Vektormesonen (Z = 1). Es ist deutlich, dass der realistiche Fall Z = 1.667 eine wesentlich kleinere
Breite als der kiinstliche Fall Z = 1 liefert. Die Abh#ngigkeit von dem Parameter m; (Beitrag zur
p-Masse, der nicht vom Quark-Kondensat stammt, siehe Gl. (106)) wird auch geplottet.

erwiesen.) Im Rahmen unseres Modells ist es nicht moglich, die Streuléingen und den Zerfall o — 77

gleichzeitig zu beschreiben. Dieses Resultat zeigt deutlich, dass Szenario I nicht bevorzugt ist.

e Der Grund fiir eine solche schmale (und unphysikalische) leichte o-Resonanz in unserem Modell
ist die besondere Rolle der (axial)vektoriellen Freiheitsgrade. Ohne Vektormesonen wére das leichte

o-Meson hingegen sehr breit, Iy, >~ 500 MeV, und wire sogar im Einklang mit der mm-Streuung.

e Die vorherige Behauptung mag auf den ersten Blick unverstéindlich erscheinen: warum braucht man
iiberhaupt (Axial)Vektormesonen, wenn ohne sie die Identifikation o = f3(600) so gut funktioniert?
Die Antwort ist aber deutlich: die (Axial)Vektormesonen miissen wegen der Vollstéandigkeit des Modells
beriicksichtigt werden. Ohne sie wiirde ein wichtiger Bestandteil der Hadronenphysik fehlen, wie sie
experimentell bestétigt ist. Man hétte die absurde Situation, dass I', = 0 und I',, = 0.

e Eine zweite Frage tritt in diesem Zusammenhang natiirlich auf: wie kann es sein, dass die Einfiih-
rung von Resonanzen mit verschiedenen Quantenzahlen einen solchen riesigen Einfluss auf die (pseu-
do)skalaren Resonanzen hat? Die Antwort ist hier eher technischer Natur: durch spontane Brechung
der chiralen Symmetrie entsteht ein Mischungsterm zwischen a; und 7, der die Form ~ g; ¢a; , 07 hat.
Diese Mischung erzeugt weitere Terme im (pseudo)skalaren Sektor und vor allem den o — 77 Zerfall.
Eine destruktive Interferenz wird dadurch generiert, die die o Zerfallsbreite wesentlich verkleinert. Das
wiederum fithrt dazu, dass Szenario I keine gute Ubereinstimmung mit dem Experiment liefert. Die
Tatsache, dass in vielen Studien die (Axial)Vektormesonen nicht einbezogen wurden, ist der Grund
dafiir, dass die Identifikation o = f(600) oft vertreten wurde.

Diese Diskussion wird in den Abbildungen (3) und (4) zusammengefasst. Der Parameter Z tritt wegen
der oben erwihnten a;-m Mischung auf. Z kann aus der Zerfallsbreite a1 (1260) — 7y bestimmt werden:
Z = 1.67+£0.2. Der Limes Z — 1 ist theoretisch interessant, weil er die komplette Entkopplung von
(pseudo)skalaren und (axial)vektoriellen Mesonen bedeutet.
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Abbildung 4: Streuléinge af) als Funktion der o-Masse im Szenario I mit (Z = 1.667) und ohne Vektor-
mesonen (Z = 1). Der gelbe Balken ist das experimentelle Intervall. Es ist deutlich, dass der realistiche
Fall Z = 1.667 eine kleine o-Masse bevorzugt. Das bedeutet aber eine (zu) kleine Zerfallsbreite fiir
das o-Teilchen. Die Abhéingigkeit von dem Parameter m, (Beitrag zur p-Masse, der nicht vom Quark-
Kondensat stammt) wird auch geplottet.

e Im Szenario II gilt die Zuordnung o = f;(1370). In diesem Fall ist eine konsistente Beschreibung
der Daten realisiert. Die Zerfallsbreite 'y, = 300-500 MeV ist im Einklang mit den jetzigen Be-
obachtungen. Das heifit, dass der chirale Partner des Pions mit o = f;(1370) zu identifizieren ist.
Auch dieses Resultat folgt aus der Einfithrung der Vektormesonen: ohne sie wiire ein solcher schwerer
skalarer Zustand extrem breit (I'y_r > 1 GeV) und daher nicht im Einklang mit dem Experiment.
Dieses Resultat des unphysikalischen Modells ohne (Axial)Vektormesonen hat auch dazu beigetragen,
dass diese Zuordnung nur selten im Rahmen von chiralen Modellen untersucht wurde. Wie nun von

unserem Standpunkt klar erscheint, hatten wichtige Teile des Puzzles gefehlt.

3.4.2 Resultate mit Glueball

Der erste Schritt, um das Modell zu verbessern, besteht darin, die Glueballmasse nicht als unendlich
zu betrachten, sondern den Gitter-Wert von 1.5 GeV zu verwenden. In diesem Fall ist der Glueball
nicht mehr ‘eingefroren’; sondern als zusiitzlicher Freiheitsgrad des Modells zu betrachten. Oft wird
der Glueball mit der Resonanz f,(1500) in Verbindung gesetzt.

Dieses Projekt wurde unternommen und die Resultate sind vorhanden [5]: das reine Quarkonium 7in
und der reine Glueball gg mischen. Szenario I funktioniert auch hier nicht, und man ist wie vorher an
den skalaren Resonanzen oberhalb 1 GeV interessiert. Die Mischung zwischen dem skalaren Quarkoni-
um und dem skalaren Glueball erzeugt die Resonanzen f(1370) und fo(1500). Der Mischungswinkel
kann durch einen Fit an den bekannten Zerfillen des Mesons f,(1500) bestimmt werden (siehe Details
in Ref. [5]): der Zustand f,(1370) besteht {iberwiegend aus nin (etwa ~ 75%) und aus gg (restliche
25%), und fo(1500) besteht tiberwiegend (~ 75%) aus gg und aus @in (restliche 25%). Das zeigt im

Nachhinein, dass die zuvor beschriebene Studie ohne Glueball schon qualitativ korrekt war.
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Des Weiteren zeigt die Studie in Ref. [5], dass mi = bG§ ~ m?2 (siehe Gl (106)): der Beitrag
des Gluon-Kondensats zur Masse des p-Mesons ist dominant. Das bedeutet, dass es nicht erwar-
tet wird, dass die p-Masse sich bei nicht verschwindender Dichte und Temperatur mit dem chiralen
Kondensat skaliert. Ein weiteres interessantes Resultat dieser Arbeit ist die Bestimmung des Gluon-
Kondensats: (2G4, G“*) ~(600 MeV)*. Dieser Wert ist im Einklang mit der oberen Grenze von

Gitter-Simulationen.

3.4.3 Ausblicke im mesonischen Sektor

Die hier prasentierte Studie iiber den Fall Ny = 2 ist nur der Anfang von weiteren Studien. Wir fassen

diese Ausblicke kurz zusammen.

Schwache Eichbosonen

Die schwachen Eichbosonen konnen ins Modell eingebaut werden. Das erlaubt, wichtige Prozesse zu
beschreiben: die hadronischen 7-Zerfillle (1 — vp — vaw und 7 — va; — vpr — vann) koénnen
somit berechnet werden. Dadurch kénnen die Spektralfunktionen von p und ay theoretisch beschrieben

werden, was weitere und genauere Tests des Modells erlauben wird [34].

Der Fall Ny =3

Eine natiirliche Verallgemeinerung ist die Studie des Falles Ny = 3 [35]. Die niederenergetische Ha-
dronenphysik beruht eigentlich auf diesem Szenario: die Quark-Antiquark-Multipletts der PDG sind
Nonetts. Es werden nur zwei zusétzliche Parameter im Vergleich zum Fall Ny = 2 benotigt, die den
Einfluss der nackten s-Quarkmasse im (pseudo)skalaren und (axial)vektoriellen Sektoren beschreiben.
Diese zwei Parameter sind A3 von Gl (117) und « von GI. (118).

Datfiir gibt es aber viel mehr experimentelle Werte, die zur Anpassung und Falsifizierung des Modells
dienen koénnen: ¢ — KK, K* — K, .... Die Mischung im skalaren-isoskalaren Sektor betrifft nun drei
nackte Konfigurationen: nn, gg und Ss, aus deren Mischung die Resonanzen f,(1370), fo(1510) und
fo(1710) stammen.

Die Fille Ny > 4

Es ist auch moglich, die schweren Quarks ins Modell einzubauen. Die Massenterme der schweren Quarks
verursachen zwar eine starke explizite Brechung der chiralen Symmetrie, die Wechselwirkungsterme
bleiben jedoch unberiihrt. Das ermoglicht, die Physik der schweren Quarks mit den leichten Quarks in

einem chiralen Modell mit Vektorfeldern zu vereinen.

Der pseudoskalare Glueball
Ein weiteres Feld, das von theoretischen und experimentellen Interesse ist, ist der pseudoskalare Glue-
ball. Laut Gitter-Simulationen besitzt dieser Zustand eine Masse von ungefdhr 2.6 GeV [14]. Dieser
Zustand kann durch die U(1) 4-Anomalie an die (pseudo)skalare Felder gekoppelt werden. Die entspre-
chende Lagrange-Dichte lautet

Lg = icapG(det T — det @) | (124)

wobei G der pseudoskalare Glueball darstellt. Dadurch konnen Zerfiille und Mischungen berechnet
werden. Wegen des geplannten PANDA Experiments an der GSI/Darmstadt [36], ist eine detaillierte
Studie der Zerfille des pseudoskalaren Glueballs relevant.

Nicht nur weitere Quarkonia werden gebraucht. Um die leichten skalaren Resonanzen zu beschreiben,
miissen neue Freiheitsgrade eingefiihrt werden. Wie wir im néchsten Abschnitt diskutieren werden,

erfiillen die Tetraquark-Zustéinde die notigen Eigenschaften.
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4 Tetraquark Felder

4.1 Werden Tetraquarks benoétigt?

Die Resultate des vorherigen Abschnittes haben gezeigt, dass die Interpretation der leichten skalaren
Resonanzen (Masse < 1 GeV) als Quark-Antiquark-Mesonen problematisch ist. Die jetzige experimen-
telle Lage zeigt in diesem Energiebereich ein gesamtes Nonett von Skalarzustéinden: fo(600), fo(980),
ap(980), und k = K (800). Die natiirliche Frage lautet, wie man solche Zustéinde interpretiert, wenn
die Quarkonium-Option ausfillt.

Eine elegante und natiirliche Erklarung dieser Resonanzen wurde in Ref. [37] présentiert: sie werden als
Tetraquark-Zusténde interpretiert: es handelt sich um gebundene Zustéinde aus einem ‘guten’ Diquark
und einem ‘guten’ Antidiquark, wobei ein gutes (Anti-)Diquark eine antisymmetrische Konfigurati-
on aus zwei (Anti)Quarks in Isospin-Raum und Farbraum bedeutet. (Einzelheiten sind im néchsten
Unterabschnitt zu finden.)

Fir Ny = 3 gibt es drei gute Diquarks: [d,s], [u,s] und [u,d], wobei der Kommutator die Anti-
symmetrie im Isospin-Raum darstellt. In diesem Szenario wird die Resonanz f;(600) (iiberwiegend)
als [u, d][t, d] und die Resonanzen fy(980) und a$(980) (iiberwiegend) als == ([u, s][a,3] + [d, s][d, 3])

. 2v2
und ﬁ([u,s] [@,3] — [d, s][d,3]) interpretiert. Zu ao(980) gehoren auch die zwei geladenen Teilchen

[w, s][d, 3], [d, s][@,S]. Die Massenentartung von f,(980) und ao(980) ist wegen der Flavorstruktur ganz
einfach und natiirlich erklirt. Die kaonischen Konfigurationen [u,d][d, 3], [u,d][@,3], .... entsprechen
der Resonanz k = K(800).

Wegen der (dynamischen) Quarkmassen m}, ~ m} ~ 300 MeV < m} ~ 500 MeV kann man die

folgende nicht typische, invertierte Massenordnung

My, 600) < Mg < My,980) = Mag(980) (125)

problemlos verstehen. Das ist fiir ein Quark-Antiquark-Nonett nicht moglich.

Auch die Phinomenologie der Zerflle kann im Rahmen der Tetraquark-Interpretation korrekt beschrie-
ben werden [6]. Das ist wiederum nicht der Fall, wenn die Quark-Antiquark-Interpretation untersucht
wird, siehe die komparative Analyse in Ref. [8].

Natiirlich kénnen Mischungsphinomene -vor allem im isoskalaren Sektor- stattfinden, die das Versténd-
nis der Resonanzen schwerer machen. In dieser Hinsicht ist diese Diskussion nur ansatzweise korrekt
und eine genauere Studie muss unternommen werden. Dafiir ist es wichtig, die Tetraquark-Felder in
einem chiralsymmetrischen Kontext zusammenzubringen. Das erfordert zunéchst eine mathematische

Studie dieses Problems.

4.2 Mathematische Beschreibung der skalaren Diquarks und Tetraquarks

Um Tetraquarks zu beschreiben, muss man zuerst Diquarks definieren. Wir sind nicht an all den
moglichen Diquark-Objekten interessiert, sondern nur an den sogenannten “guten” Diquarks [37, 38].
Das sind skalare Objekte, die antisymmetrisch im Flavorraum und Farbraum sind. Thre Wellenfunktion

lautet schematisch:
|99) ;_g_o = |Raum: L = 0) [Spin: S = 0) ’Farbe: 3¢) ‘Flavor: Ny); JP =0t . (126)

Der Ket ’Flavor: N f> bedeutet eine antisymmetrische Wellenfunktion im Flavorraum. Im Fall Ny = 2

gibt es nur ein solches (gutes) Diquark:\/g [u,d]. Im Fall Ny = 3 gibt es drei gute Diquarks:

\/g[d, s), \/g[u,s], \/g[u,d]. (127)
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Fiir beliebiges Ny gibt es Ny(Ny — 1)/2 antisymmetrische Diquarks.
Im Farbraum ist das dhnlich: die Anzahl von Farben ist aber auf N, = 3 fixiert”. Die entsprechenden

antisymmetrischen Farbkonfigurationen fiir ‘Farbe: §c> lauten

1 1 1
\/;[rot,blau], - \/g[blau,grim], \/;[gr'[m,rot] . (128)

Verschiedene Studien (Gitter, 1-Gluon-Austausch-Modelle, Dyson-Schwinger-Rechnungen [40]) haben
tatséichlich gezeigt, das das gute Diquark ein stabiles Objekt bildet, das eine wichtige Rolle in der
mesonischen Phiénomenologie spielen kann.

Um die Diquarks, und entsprechend die Tetraquarks, in einem chiralen Modell beschreiben zu konnen,
ist es notwendig, eine korrekte mathematische Sprache zu entwickeln. Zu diesem Zweck beriicksichtigen
wir die folgende Diquark-Matrix D, die die guten Diquarks auf eine kompakte Art darstellt:

: Ny(Np-D/2
Dij = \@(@075% - ¢iCPq) = Y pAl (129)
=1
mit
: 1
(A7), = €ijns i = \/;sijkq§075qk . (130)

Die Buchstabe ¢ steht fiir die Transposition im Dirac-Raum und C' ist die Ladungskonjugationsmatrix
(C~tyrC = (=), C = i724Y in der Dirac-Darstellung). Die Matrizen A° sind die antisymmetrischen
Ny x N¢-Matrizen. Die Farbindizes, die formell mit den Flavorindizes identisch sind, werden hier weg-
gelassen. Die Groflen ¢;, die in der Dekomposition von D in der Basis der antisymmetrischen Matrizen
A? auftauchen, stellen die Diquark-Strome dar. Die hermitesch-konjugierten Grofien gpz beschreiben
die Antidiquark-Strome.

In der Tabelle 5 werden die Eigenschaften der Diquarks zusammengefasst.

Tabelle 5: Eigenschaften der skalaren Diquarks.

D= ZZ‘:ffo_l) ° <PiAi Pi
Elemente/Strome | D;; = /% (q§C"y5qi —q!CY0q;) Yi = \/gsijkqj»C’ysqk
P D(t,—x) wi(t, —x%)
C Di ol
SU(Nf)v Uy DUy, \/gfiijV,jj'U‘ﬁkk’q§'0'75Qk'~

Die daraus entstehenden Tetraquarks sind gebundene Zustéinde aus einem Diquark und einem Antidi-
quark. Es gibt N]%(Nf — 1)?/4 solcher Felder, die mit Hilfe der hermiteschen Ny x Np-Matrix

S = pl, (131)

hingeschrieben werden konnen. Das Zeichen [4q] in S weist auf die ‘Vierquark-Struktur’ hin und
vermeidet Konfusion mit der zuvor eingefiithrten Matrix S der Quark-Antiquark-Zustéinde.

Wir beschreiben kurz die Unterschiede der Falle fiir verschiede Ny:

e Ny =1: es existiert kein (gutes) Diquark, und daher kann kein Tetraquark konstruiert werden.

e Ny = 2: es gibt nur ein (gutes) Diquark: ¢ = \/g [u, d]. Deswegen gibt es nur ein skalares Tetraquark-
Feld:

1 _
S[4q] =X= 5[“7 d][uv d] = QPTQO .

"Die Verallgemeinerung zu einer beliebigen Anzahl von Farben N, findet im Abschnitt 4.7 statt.
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Das Feld x wird (iiberwiegend) mit der Resonanz f(600) identifiziert.
e Ny = 3 : Es ist interessant zu beobachten, dass der Fall Ny = 3 besonders ist: es gibt die gleiche
Anzahl von Quarks und von (guten) Diquarks. Die Diquarks ¢; lauten:

1 1 — 1
@1\/;[d,8]<—>u,<p2\/;[U,S]Hd,gog\/;[u,d]HS, (132)

wobei die Korrespondenz < bedeutet, dass ein Diquark sich wie ein Antiquark in Bezug auf Flavor-
transformationen verhilt. (Ganz analog geht es mit den Farbtransformationen.) In diesem besonderen

Fall transformieren die Diquarks unter einer SUy (3)-Transformation wie
P (133)

Die Transformationseigenschaft ist genau die SU(3)y-Transformation von Antiquarks: g, — ﬁkU,Ii.
Das ist die formell korrekte Weise, die Korrespondenz in Gl. (132) auszudriicken.
Im Flavorraum lautet S1*9) explizit (siche G1. (129) und GI. (130)):

L [ 1d3llds]  —[d ][, s]  [d,3][u,d]
Shd = 5 iﬁ,}][ , ] [ﬂigl [u, ] iﬁ,}} u, d| (134)
[w,d][d,s] —[u,du,s] [, du,d]
V5 (Fldd] - ag[4q)) ~ag [4q) 4
= —a; [4q] V5 (slAa] + afl4q)  —K0[4g (135)
k™ [44] —F[4q o5 [4q]
Vis—aBos0)  —ag(980) K
o —ag (980) \/§<f3 +a9(980)) —k° | - (136)
k~ —EO oB

wobei in Gl. (136) die Identifikation mit den physikalischen Feldern gemacht wurde. Hierbei wurden
mogliche Mischungen mit anderen sklaren Felder, wie z.B. Quark-Antiquark-Felder, vernachléissigt.
Die Zusténde

1 _

oB [4(1] = E[Uv d] [ﬁv ]

und

faldq] = ——=([u, s][w, 5] + [d, 5][d, 5])

1
22
stellen die nackten (ungemischten) skalar-isoskalaren Tetraquarks dar. Die Felder op[4q] und fp[4q]
werden tiberwiegend mit den Resonanzen f,(600) und f,(980) identifiziert. Es soll aber nicht vergessen
werden, dass Mischungen zwischen diesen Konfigurationen mit anderen skalaren Feldern wie dem
skalaren Glueball und skalaren Quark-Antiquark-Zustéinden sicherlich auftreten. Die genaue Studie
solcher Mischungen ist ein wichtiges, aber zugleich schwieriges Projekt fiir die Zukunft, siehe auch die
folgende Diskussion fiir erste Resultate.

Wenn man, wie in Ref. [6], die chirale Symmetrie nicht in Betracht zieht und sich nur auf Flavor-
symmetrie SUy (Ny = 3), sowie C' und P Symmetrien beschrénkt, kann man die folgende invariante
Lagrange-Dichte hinschreiben, die die Zerfiille eines Tetraquarks in zwei pseudoskalare Quarkonium-

Mesonen (wie z.B. die Pionen) beschreibt:

Lsuagpp = —c11r [D’PtDTP] +coT'r [DDTPQ]
= o, SHITr [AIPTAIP] — o SHITr [ATATP?) (137)
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Abbildung 5: Tetraquark-Zerfiille: (a) Durch Quark-Antiquark-Austausch. (b) Durch Quark-
Antiquark-Annihilierung und einem zusétzlichen Gluon als Zwischenzustand.
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wobei der dominante und der subdominante Term in der Large-N. Entwicklung mitgenommen wur-
den. Die Terme sind proportional zu ¢; (Large-N. dominant) und co (Large-N. unterdriickt). Die
entsprechenden Zerfiille werden in den Abbildungen 5.a und 5.b gezeigt.

Die Zuordnung von Gl. (136), d.h. die Interpretation der leichten Skalare als Tetraquarks, kann die
besonderen Eigenschaften dieser Resonanzen erklédren: die (beinahe exakte) Massen-Entartung der Zu-
stinde ag(980) und f(980) und die starke Kopplung von beiden Resonanzen an K K sind unmittelbare
Konsequenzen. AuBerdem ist die besonders starke Kopplung von f,(980) an K K auch eine Folge dieser
Zuordnung: der Large-N, unterdriickte Term proportional zu cs ist in diesem Kanal besonders stark.
Das passiert wegen der Clebsch-Gordon-Koeffizienten fiir den Prozess fo(980) — KK, siehe Details in
Ref. [6] und die experimentellen Analysen von Ref. [39].

Die Lagrange-Dichte (137) ist zwar niitzlich fiir eine phinomenologische Studie der Zerfille, ist aber
nicht chiralsymmetrisch. Man muss das Modell erweitern, um die Prinzipien vom Abschnitt 3.3.4 zu

erfiillen. Als néchster Schritt muss das pseudoskalare Diquark beschrieben werden.

4.3 Pseudoskalare Diquarks

Das pseudoskalare Diquark hat die gleiche Flavor- und Farbstruktur (Nf ,3¢) wie das skalare Diquark.

Es hat aber negative Paritiit, die aus der folgenden Wellenfunktion stammt:
lgq) ; _g_1 = |space: L = 1) [spin: S = 1) |color: 3.) |flavor: Ny); J& =07 . (138)
Das pseudoskalare Diquark wird durch die Matrix D und durch die Strome p; beschrieben:

N : Np(Nj-D/2 :

=1

Die mathematischen Eigenschaften von D und @; sind, bis auf die Paritiit, genau wie in der Tabelle 5

angegeben.

4.4 Tetraquarks im chiralen Modell

Aus den Matrizen D und D von Gl. (129) und (139) werden die Matrizen Dy und Dy, definiert:

T Ny(Ng—1)/2 . 1

i=1

Ny(Ng—=1)/2 1
_ 5B _ Lai oR =L o
Dy = \/;(D D)= ) oA = \/;(% vi) - (141)

i=1
Die Transformationen der Matrizen Di und Dy, werden in der Tabelle 6 zusammengefasst. Die Trans-

formation von Dpg und Dy, ist den vorher diskutierten Matrizen R,, und L, dhnlich.

Tabelle 6: Eigenschaften der Matrizen Dy und Dy,.

Dr = Zé\gl(Nfil) ’ plA' | Dy = Zi\gl(Nfil) ’ pr A’
Strome oF = ijxq:CPrq or = eijnq;CPLax
P —I)L(t7 —X) —DR(t, —X)
C D}, D}
SU(3)v UDgrU? UD,U*!
U(3)R X U(3)L RDRRt LDLLt
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In den relevanten Féllen Ny =2 und Ny = 3 gibt es folgende Eigenschaften:
o Ny =2. Es gilt: ¢ — ¢f, ¥ — ¢l Es handelt sich also um invariante Objekte.
e Ny = 3. Unter chiralen SU(3)r x SU(3);, Transformationen gilt

o — ORRY,, oF — oELL, (142)

wobei L und R unitéire Matrizen sind. Es wird deutlich, dass sich die Grofen ¢ wie rechtshiindige
Antiquarks und die Grofien o wie linkshéindige Antiquarks transformieren.

Wir konnen nun die chirale Lagrange-Dichte hinschreiben, die die Diquark-Matrizen Dg, Dy und die
Quarkonium-Matrix ¢ enthélt:

Ligo = —%Gn« (Pre'Di@ + D 0" DjoT) + C%GTr (DrD}@te + DDj@et) . (143)

Diese Terme stellen die Large-N,. dominanten Beitriige dar. Die Lagrange-Dichte (143) ist auch inva-
riant unter P, C und U(1)4 Transformationen. Das Dilaton-Feld G wurde auch eingefiihrt, damit die
Dilatationssymmetrie erhalten bleibt. Die zwei Kopplungskonstanten é—lo und C% sind dimensionslos.
Die Gl. (137) folgt aus Gl. (143), wenn nur skalare Tetraquarks beriicksichtigt werden und G = Gy
gesetzt wird.

Die Anwesenheit von zwei unterschiedlichen Diquarks fiihrt zu vier Tetraquark-Multipletts: zwei skalare
Multiplets, gojcpj (= St4l) und @I@, und zwei pseudoskalare Multipletts, go;[@j und {5;[%-.

Im chiralen Limes sind skalare und pseudoskalare Diquarks entartet. Durch spontane Symmetrieb-
rechung und durch Wechselwirkungen, die auf Instantonen basieren, wird eine starke Anziehung im
skalaren Sektor und eine Abstoflung im pseudoskalaren Sektor erzeugt [40], siehe auch die Gitter-Studie
in Ref. [41]. Das wiederum heifit, dass das pseudoskalare Diquark von Gl. (138) keine wesentliche Rolle
fiir die Spektroskopie der Mesonen im Niederenergiebereich darstellt. (Das pseudoskalare Diquark ist
in dieser Hinsicht ein wichtiger Zwischenschritt, der aber nach der Konstruktion der Lagrange-Dichte
wieder entfernt werden kann). Aus diesen Griinden wird nur das Multiplett S9 = wlgoj in Betracht
gezogen. Die anderen drei Multipletts mogen zwar existieren, sind aber wesentlich schwerer und/oder
zu breit, um gemessen zu werden.

Aus der Lagrange-Dichte (143) konnen also die Terme mit Sl-[;q] isoliert werden, wobei die anderen fiir

unsere Zwecke vernachlissigt werden kénnen. Man bekommt:
Lig-o = —5-GSLITr (0T A' + A AD10) + ZGSITr (W A'0T0 + A A00Y) .. (144)
0 0

Ein &hnlicher Term soll auch eingefiihrt werden, der die Wechselwirkung der skalaren Tetraquarks mit
den (Axial)Vektormesonen beschreibt:
of t i t nt cy T T
Ligoav =~ CTr (DrRLDRR" + DLLLDLL) + el (DrDLRLR + DLDLLLLY ), (145)
wobei wieder Dilatationssymmetrie, chirale Invarianz und C PT beriicksichtigt wurden. Die zwei Terme

sind dominant in der Large-N, Entwicklung. Wenn nur das leichte skalare Tetraquark-Nonett mitge-

nommen wird, bekommt man die folgende Wechselwirkung zwischen S*? und (Axial)Vektormesonen:

e/ ; ; ; ; cy i o
Lig-av = —GLOGs}jQ]T& (ATRYA'RF + ATLLATLM) + Giocsi[qu (AA'RLRM + ATATLYLM) + ..
(146)
Es fehlt nun der Term, der den “dynamischen” Teil der Tetraquarks beschreibt:
Lig-quaa = ‘dyn-part’ + G* { Te[DpD},DpDY] + Te[DL D DLDY]} + ..
= Tr |(o*SHayF(grSlia)? — eg2sHagla | 4 (147)
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Die gesamte Lagrange-Dichte Lgq1¢q fiir Quarkonia und Tetraquarks ist die Summe der verschiedenen
Terme:
£§Q+tq = Loes + thfquad + ‘thfé + thfAV + .. (148)

wobei die Punkte explizite Symmetriebrechungsterme und weitere Large- N, unterdriickte Terme sym-
bolisieren.
Die Félle Ny = 2, Ny = 3 und die physikalischen Implikationen werden in den folgenden Unterab-

schnitten beschrieben.

45 Nj=2

Die physikalischen Eigenschaften des Modells konnen im Fall Ny = 2 auf eine einfache Art erldu-
tert werden. Wir beschriinken uns auf die Freiheitsgrade o und 7 (das heiBt: ® = ot® + 7 - £; die

(Axial) Vektormesonen werden in diesem vereinfachten Fall ausgelassen). Das Potential lautet
2/ 2 =2v2 A2 ~oy2 1 ,G? G 2 | =2
V =Vau(G) + aG*(0® + 7°)* + Z(0? + 7)* —oho + zm2 —x° — 9=x (67 +7°) , (149)
4 2 XGj Go
wobei g =c¢1 +co, A= A1 + Ay und ¢ = 0.
Wie bekannt, ist das Minimum fiir Gy # 0 aufgrund der Brechung der Dilatationssymmetrie realisiert.

Wenn a < 0 eehélt auch o einen nicht verschwindenden Vakuumerwartungswert og, g o< Go # 0. Aus

den zwei entstehenden Termen %miXQ + gG%)XUg entwickelt auch x einen ‘vev’:

of  GB
X0 gy X0 -
X X

Das bedeutet, dass ein Tetraquark-Kondensat im Rahmen des Modells entstanden ist.

Auflerdem fiihrt die Verschiebung der Felder 0 — o¢+ 0, x — x + xo und G — G+ G zu Mischungen
zwischen den skalaren Feldern:

e G-0 Glueball-Quarkonium-Mischung, die schon in Abschnitt 3 erwihnt wurde.

e x-o Tetraquark-Quarkonium-Mischung.

o x-G Tetraquark-Glueball-Mischung.

Es ist deutlich, dass schon dieses vereinfachte Potential im N; = 2 Fall ein ziemlich schwieriges
Mischungsproblem generiert, das mit Hilfe einer O(3)-Rotation 1sbar ist (obwohl das explizit noch
nicht gemacht wurde).

Im Limes mg — oo ist der Glueball eingefroren und es bleibt nur die y-o Mischung. Das ist der An-
fangspunkt fiir eine Studie der Rolle des Tetraquarks bei endlicher Temperatur T und wird ausfiihrlich

im Abschnitt 7 priisentiert.

46 N;=3

Die Situation ist qualitativ dem vorherigen Fall &hnlich, obwohl eine gréflere Anzahl von Feldern
auftritt: es gibt ein (pseudo)skalares Quarkonium-Nonett, ein skalares Tetraquark-Nonett und einen
Glueball.

Im I = 1 Sektor gibt es eine Mischung zwischen zwei ag Zustéinden: das Tetraquark a$[4g] (von S [44]
in G1. (134)-(135)) und das Quarkonium al[gq] (aus S, sieche Tabelle 2). Diese zwei Felder mischen und
generieren die physikalischen Resonanzen a((980) und aq(1450), wobei ag(980) iiberwiegend Tetraquark
und ag(1450) iiberwiegend Quarkonium ist. Die entsprechende Gleichung ist

0 C :
ag(980) '\ agl4q] _ cosf,, sinf,,
( ad(1470) ) — B adlaq] ) B=1 _ sinf,, cosfy, | (150)

43



Die numerische Studie in Ref. [7] fithrt zum Resultat
sin?6,, = 0.03-0.10 ,

was eine relativ kleine Beimischung bedeutet.

Eine dhnliche Situation gilt im kaonischen I = 1/2 Sektor: hier mischen das Tetraquark k[4q] und das
Quarkonium Kjy[gg], die dann die physikalischen Resonanzen k = K (700) und Ky(1450) generieren.
Der Mischungswinkel 6}, ist auch in diesem Fall klein: sin? 6}, ~ 0.03.

Die Studie im isoskalaren Sektor wird in diesem Kontext wesentlich schwieriger, da es im Modell fiinf
skalar-isoskalare Felder gibt: die Tetraquark-Felder x = op[4q] und fp[4q], der Glueball G und die
Quarkonium-Felder ¢ = o[gq] und fp[qq], die die Resonanzen f,(600), fo(980), fo(1370), fo(1500),
fo(1710) generieren. Jedes von den fiinf Feldern hat ein nicht verschwindendes Kondensat. Wie genau
die Mischung stattfindet, ist Teil von moderner hadronischen Forschung [42]. Eine Studie dieses Sys-
tems innerhalb des hier préisentierten Modells wurde noch nicht unternommen, stellt jedoch ein sehr

interessantes und wichtiges Thema fiir kiinftige Forschungen dar.

4.7 Large-N. und Tetraquarks

Bisher wurde das Large-N. Verhalten der Tetraquarks noch nicht untersucht. Zu diesem Zweck soll
man zuerst kldren, was man unter einem Tetraquark in einer Large- N, Welt versteht. Ein Tetraquark-
Objekt, das aus zwei Quarks und zwei Antiquarks besteht, iiberlebt nicht im Large-N,. Limes. Das
wurde schon in den bahnbrechenden Artikeln von 't Hooft [12] und Witten [13] klargemacht: solche
Diquark-Antidiquark-Objekte gibt es in diesem Limes nicht. Anstatt eines solchen Tetraquarks gibt es
im Large- N, zwei iibliche Quark-Antiquark-Mesonen.

Es gibt aber ein anderes Objekt, das im Large-NN. Limes betrachtet werden kann: unsere Diskussion
iiber Tetraquarks beruht auf den guten Diquarks. Die Frage ist nun, was ein gutes Diquark fiir beliebiges
N, ist. Die Antwort ist leicht: ein ‘gutes Diquark’ wird fiir N, > 3 zu einem Objekt mit N, — 1 Quarks

in einer antisymmetrischen Farbwellenfunktion:

42¢*3...¢"Ve mit ag,...an, = 1,..N, . (151)

dal = 5a1a2a3...a1\/cq

Das bedeutet, dass ein ‘Tetraquark’ fiir N. > 3 ein gebundener Zustand aus einem (N, — 1)-Quark-
Objekt und einem (N, — 1)-Antiquark-Objekt ist:

Nc
X=Y_ d}da, . (152)

a;=1

Dieses Objekt ist auch als Dibaryonium bekannt [13]. In dieser Hinsicht hat das verallgemeinerte
Tetraquark einen wohldefinierten im Large-N, Limes. Die Masse skaliert wie
M, o« 2(N,—1) ~ N, . (153)
2
Das bedeutet, dass der Parameter e = % in Gl. (147) wie N? skaliert.
0
Jetzt studieren wir den Zerfall von y in zwei Quark-Antiquark-Mesonen. Damit das Dibaryonium
zerfillt, muss eine Vernichtung von N, — 3 Quark-Antiquark-Paaren stattfinden. Sei p die Wahrschein-
lichkeit einer solcher Vernichtung. Fiir N, > 3 ist dann die Wahrscheinlichkeit, zwei Quark-Antiquark-
Mesonen zu erzeugen, proportional zu pNe=3, wobei p < 1. Das wiederum heiBt, dass die Amplitude

des Zerfalls wie
pNVe=3)/2 o e=Ne fiir N, > 3 (154)
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skaliert. Der entsprechende Term der Lagrange-Dichte lautet z.B. gx72, was bedeutet:
goce Ne, (155)

Im Bezug auf die urspriinglichen Konstanten ¢y, ¢z, ¢}, ¢y gilt (unabhiingig von N £):

eox N — M, o N, , (156)
c1,cy oce Ne (157)
Co,CY o <™ (158)

2, Co Nc

Der Zerfall Y — 77 skaliert dann wie e~ "¢ /N,, d.h. er wird sehr klein fiir ein grofes N,. Das gibt uns

Auskunft iiber das Large-N,. Verhalten der Mischungsparameter:

G-0: 26,Go — zgs < aGyog o Nc_l/2 ,

. 1/2,—N.
X-0 : ZyaXO — Zyg O gog Nc/ e ,

X-G : 2yaXG — zyg < g x e Ne

Diese Beziehungen zeigen, dass die Tetraquark-Beimischungen schnell verschwinden. Das ist zu erwar-
ten, da die grofle Anzahl von Quarks in einem verallgemeinerten Tetraquark solche Mischungsprozesse
unterdriickt.
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5 Die Konstruktion des Modells: Baryon Sektor

5.1 Einleitung

Die Baryonen sind ein zentraler Bestandteil der Natur. Die wichtigsten Baryonen sind die Nukleonen,
d.h. die Protonen und die Neutronen: sie bilden die Kerne der Atome, die die Basis fiir komplexe
Strukturen darstellen. Die Nukleonen kénnen im Rahmen eines chiralen Modells beriicksichtigt werden.
Die Wechselwirkungen der Nukleonen mit den Mesonen und die Erzeugung eines Nukleon-Nukleon-
Potentials werden in diesem Schema beschrieben.

Auch der Ursprung der Nukleonenmasse wird im Rahmen des chiralen Modells untersucht. Es ist be-
kannt, dass die (nackten) Quarkmassen nur geringfiigig zur Nukleonenmasse beitragen. Das Phinomen
der Massenerzeugung erfolgt durch verschiedene Kondensate: durch das chirale Kondensat, durch das
Gluon-Kondensat und womoglich auch durch das Tetraquark-Kondensat. Alle drei Kondensate spielen
in diesem Prozess eine potentiell wichtige Rolle. Die Erzeugung der Nukleonenmasse ist letztendlich fiir
die “Stofflichkeit” der Materie zustindig: néamlich, ~ 95% der Masse der sichtbaren Materie im Uni-
versum kann auf den Prozess der Formation der Nukleonenmasse zuriickgefiihrt werden®. Wie genau
das im Rahmen eines chiralen Modells passiert, wird in diesem Abschnitt erldutert.

Die dazugehorende Frage, ob das Nukleon einen chiralen Partner hat, wird auch behandelt. In diesem
Zusammenhang konnen zwei Szenarios diskutiert werden: die sogenannte triviale Zuordnung (‘naive
assignment’) und die sogenannte Spiegelzuordnung (‘mirror assignment’). Die Generierung der Nukleo-

nenmasse hingt stark von der Zuordnung ab, die tatsichlich realisiert wird.

5.2 Die baryonische Lagrange-Dichte in der trivialen und gespiegelten Zu-
ordnung

5.2.1 Allgemeine Beschreibung

Im klassischen linearen Sigmamodell wird die Nukleonenmasse fast ausschlielich (bis auf einen kleinen

Beitrag der nackten Quarkmassen) durch die spontane Symmetriebrechung erzeugt, die zur Beziehung
my ~ ¢~ fr (159)

fithrt. Das chirale Kondensat ¢ kann in Verbindung mit dem Quark-Kondensat (gq) gebracht wer-
den: eine einfache dimensionale Studie fiihrt zu ¢ ~ AZ)2C p (@q), wobei Agep die schon besprochene
QCD-Yang-Mills-Energieskala darstellt. In der Tat kann man durch QCD-Summenregeln ein dhnliches

Verhiltnis zwischen my und (gq) bekommen: die sogenannte Ioffe Formel [44] lautet

— 472
A%

my ~ (@q) , (160)
wobei Ap ein energiebehafteter Parameter von der Ordnung ~ 1 GeV ist.

Dennoch kénnen nicht nur das Quark-Kondensat, sondern auch andere Kondensate wie das Gluon- und
das Tetraquark-Kondensat zur Nukleonenmasse my beitragen [45]. Es steht noch nicht fest, wieviel
diese Kondensate zur Nukleonenmasse beitragen. Die Moglichkeit, diese weiteren Kondensate innerhalb
eines chiralen Modells zu studieren, wurde dank der Arbeit von Ref. [46] ermoglicht, wo die Spiegel-
zuordnung im linearen Sigmamodell zuerst diskutiert wurde. Neben dem Isodublett-Nukleonfeld IV,

mit N* = (p,n), wobei p das Proton und n das Neutron symbolisiert, wird auch sein chiraler Partner

8Der sogenannte Nukleon-Sigma-Term beschreibt den Anteil der Nukleonenmasse, der aus den expliziten nicht-
verschwindenden Quarkmassen stammt: er betrigt 30-70 MeV, d.h. etwa 3-8% der gesamten Nukleonenmasse [43].
Der Baryonenanteil ist der dominierende Beitrag zur Masse der sichtbaren Materie im Universum.
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N* (das mit der Resonanz N(1535) identifiziert werden kann) betrachtet. In diesem Fall ist es mog-
lich, einen expliziten Massenterm in der Lagrange-Dichte einzufiihren, der einen dimensionsbehafteten
Parameter mg enthilt.

Um diese Uberlegungen genau zu diskutieren, werden zuerst zwei Nukleonfelder ¥; und ¥, eingefiihrt,
wobei Wy positive Paritéit und ¥, negative Paritéit besitzt. Wir beschrianken uns in diesem Abschnitt
auf den Fall Ny = 2. Das bedeutet, dass die Nukleonfelder ¥; und ¥, zwei Isospin-Dubletts sind.

5.2.2 Naive Zuordnung

In der naiven Zuordnung transformieren ¥y und ¥ auf dieselbe Weise unter einer SU(2)g x SU(2) L

Transformation:
Vip — UgrVU1ir, Vi — UrVir, Yop — UrVar, Vo — Ur%¥ar . (161)
Die folgende Lagrange-Dichte ist dann chiral-invariant:

»Cnaive = ﬁlLi’y;LleL\:[/lL + ﬁlRi’Y,uDllLR\Ile + EQLZ.PY;LDSJR\IIQL + @QRTVNDSL\IIQR

— 1 (U120 + U201 L) — Go (Var,®@Top + Uap®iWsy) . (162)
Die Groflen
Dl = 9 —ic; R, DV, = 9 — iy L
und

DYy = 8" —icsR*, Dl = 8" —icy ¥

sind kovariante Ableitungen, die auf die Nukleonfelder wirken und die dimensionslosen Kopplungen ¢;
und ¢y enthalten. Die Felder ® = (o + in)t® + (@o+i7) - ¢ und R* = (wh — fIYN0 + (PH—aih)- t
und LH = (wh + 0 + (P + a™) - ¢ wurden in Abschnitt 3 eingefithrt. Die entsprechenden

Kopplungskonstanten g; und go sind auch dimensionslos.

5.2.3 Spiegelzuordnung
In der Spiegelzuordnung transformieren ¥; und ¥, wie folgt

Uig — Ur¥1r, Vi — UpVir ,%r — UrVag, WYor — UrVar . (163)

Das Feld ¥ transformiert genau wie vorher. Das Feld ¥, transformiert hingegen ‘gespiegelt’ unter einer
chiralen Transformation. Diese Spiegeltransformation erlaubt einen weiteren Term in der Lagrange-
Dichte, der in diesem Fall lautet

Linirror = V157, DV V1L 4+ U1Riy, DY rVir + Wariv, DhpVar + Uagiv, Dy, Uog

— 51 (V120015 +U12TWL) — 5o (Var @ Wog + Tor®¥sr) + Linass (164)
wobei
Linass = —mo(W1LVor — W1pWar — Uor, Uik + Uor¥yyr) . (165)

Der zusitzliche Term L,,5s enthélt den parameter mg und spielt eine wichtige Rolle in der Erzeugung
der Nukleonenmasse. Der Parameter my trigt die Dimension Energie, und deswegen ist der Term
Lmass nicht dilatationsinvariant. Es ist einfach, diesen Term mit Hilfe des Glueball-Feldes und des

Tetraquark-Feldes dilatationsinvariant zu machen, siehe Abschnitt 5.4.2.
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5.3 Erzeugung der Nukleonenmasse

5.3.1 Erzeugung der Masse in der trivialen Zuordnung (nur durch spontane Symme-
triebrechung)

Wenn die Baryonen unter Gl. (161) transformieren, ist die baryonische Lagrange-Dichte durch GI.
(162) beschrieben. Die Felder W3 und ¥y konnen somit mit dem Nukleon N und mit der Resonanz
N* = N(1535) identifiziert werden (U3 = N und ¥y = N*)9.

Wie schon im Mesonsektor diskutiert, gilt ¢ = o9 = Zf, , wobei Z ~ 1.67 [4]. Die Konsequenz der

Verschiebung o — o + ¢ fithrt zur Erzeugung der Nukleonenmassen:

Ebar,a = _%@1(0 + ¢)\I}1 - %ﬁQ(U + ¢)\112 .

Es ist deutlich, dass die Massen von N und N* in diesem Fall durch die einfachen Beziehungen

my = %qﬁ und my- = %% (166)

ausgedriickt werden. Mit den experimentellen Werten my = 939 MeV und my~ = 1535 MeV [1] (und
¢ = Z fr = 154.3 MeV) bekommt man

Beide Massen sind einfache Funktionen von ¢, siehe Gl. (166), und verschwinden im Limes ¢ — 0.

Es ist aber schon an dieser Stelle notwendig zu betonen, dass die naive Zuordnung die Pion-Nukleon-
Streuléingen nicht beschreiben kann. Die Streulinge aéﬂ erweist sich um zwei Groéflenordnungen zu
grof} [49]. Dieses Resultat gilt fiir jede natiirliche Wahl der Parameter des Modells. Aus diesem Grund
wird unsere Aufmerksamkeit auf die Spiegelzuordnung und ihre Implikationen fokussiert. In Abwei-
chung von der naiven Zuordnung ist eine korrekte Beschreibung der Phiéinomenologie im Rahmen der

Spiegelzuordnung moglich.

5.3.2 Erzeugung der Masse in der Spiegelzuordnung

Wenn die Baryonfelder gespiegelt transformieren, siehe Gl. (163), ist die Lagrange-Dichte in Gl. (164)
chiralinvariant. Der Term L, verursacht eine Mischung zwischen den Feldern ¥; und ¥5. Die physi-
kalischen Felder N und N*, die dem Nukleon und dem chiralen Partner entsprechen, entstehen durch

die Diagonalisierung der entsprechenden Massenmatrix:

N\_ 1 e¥?  yzem/? v, (168)
N* _\/2005h5 ’75676/2 —eb/2 Uy -

Die Massen von N und N* lauten:

~ ~ 2 ~ ~
MmN~ = \/mg—i— (91 1‘92) @ + (91 492)¢ _ (169)

In diesem Szenario trigt nicht nur das chirale Kondensat ¢ zur Entstehung der Masse bei. Auch der

mo-Term kommt hinzu. Das chirale Kondensat ist hingegen fiir die Massendifferenz zwischen my und
mpy+ verantwortlich. Fiir ¢ — 0 entarten néimlich die Massen, my = my+ = mg.
Der Parameter 6 in Gl. (168) kann als Funktion von mgy und den physikalischen Massen my, my«
ausgedriickt werden:

mpy + my=

‘h = - . 1
cosh § Sme (170)

9Bin Mischungsterm ist allerdings moglich. Man kann aber zeigen, dass die Entmischung zu einer vollstindigen
Trennung der zwei physikalischen Feldern fiihrt, sieche Details in Ref. [9, 47]. Aus diesem Grund ist es erlaubt, den
Mischungsterm auszulassen.
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Abbildung 6: Links: Massen des Nukleons (blau) und des chiralen Partners (lila) als Funktion des
chiralen Kondensates ¢ fiir (a) den realistischen Wert my = 460 MeV von Gl. (171) und (b) fiir
den Grenzfall my = 0, der dem naiven Fall entspricht. Rechts: Massen des Nukleons (blau) und des

chiralen Partners (lila) als Funktion des Massenparameters my fiir den physikalischen Wert des chiralen
Kondensats ¢ = Z .

Fiir § — oo (mg — 0) verschwindet die Mischung der Felder: ¥; = N und ¥ = N*. In diesem Fall
entkoppeln die zwei Felder und die Situation ist dem naiven Fall dhnlich.

Aus der Form von Gl. (169) wird es deutlich, dass die Nukleonenmasse nicht als Summe von zwei
Beitridgen in der Form my = mg + c¢ geschrieben werden kann. Das bedeutet, dass mg nicht als
linearer Beitrag zur Masse interpretiert werden sollte. (Diese Linearisierung ist nur dann méglich,
wenn einer der zwei Beitréige dominiert). Die Resultate in Ref. [9] zeigen, dass beide Groflen nicht
vernachléssigbar sind. Die Parameter mg, g1 und g» und ihre Fehler wurden in Ref. [9] mit Hilfe der
experimentellen Werte [1]

ISP =65.7+23.6 MeV, g} ™ =1.267 +0.004 ,

und der auf Gitter berechneten axialen Kopplungskonstante des Partners [48]

gh e — .24 0.3
berechnet:
mo = 460 £ 136 MeV, g; = 11.0 £ 1.5, go = 18.8 +2.4 . (171)

Es ist wichtig zu betonen, dass mg grofler ist als in der urspriinglichen Arbeit von Ref. [46]. Diese

Tatsache zeigt ein Zusammenspiel verschiedener Kondensate zur Formation der Nukleonenmasse.

Zur Erlduterung der Massen legen wir die folgenden zwei Félle dar:

a) Der Parameter mg wird bei 460 MeV festgehalten, und das chirale Kondensart ¢ wird variiert. Die
entsprechenden Massen werden in Abb. 6 gezeichnet. Wenn ¢ von 0 bis zum physikalischen Wert Z f,
wiichst, variiert die Nukleonenmasse zwischen my = 460 MeV und 939 MeV. Es wird somit gezeigt,
dass die Masse nicht verschwindet wenn ¢ — 0.

b) Das chirale Kondensat ¢ wird bei Zf, konstant gehalten, und der Parameter mg wird variiert.
Die entsprechenden Baryonenmassen werden als Funktion von mg in Abb. 6 gezeichnet. Wegen GI.
(169) variiert mpy nur wenig mit wachsendem mg. Im Limes mg — 0 stammt die Nukleonenmasse nur
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Abbildung 7: Feynman-Diagramme fiir die 7 N-Streuung. Durchgezogene Linie: das Nukleon. Gestri-
chelte Linie: das Pion. Dicke gestrichelte Line: das o-Feld. Schlangenlinie: das p-Meson. Die doppelte
Linie: der chirale Partner des Nukleons N*.

vom chiralen Kondensat: my = g1¢/2 ~ 850 MeV; in demselben Limes ist die Masse des Partners
mp+ = gag/2 ~ 1450 MeV. Von diesem Standpunkt verursacht der Wert mg = 460 MeV eine Zunahme
der Masse von nur 100 MeV. Diese Eigenschaften folgen aus der nichtlinearen Natur der Gleichung
fir die Nukleonenmasse. Es ist interessant zu beobachten, dass die Ioffe-Formel Gl. (160) immer noch

qualitativ gilt, obwohl der Wert von mg nicht vernachlissigbar ist.

5.4 Weitere Resultate und Implikationen der Spiegelzuordnung
5.4.1 Phinomenologie

Wir beschreiben einige relevante phinomenologische Grofien, die mit dem Modell berechnet werden.

N -Streuung

Pion-Nukleon-Streuprozesse, sieche Abb. 7, werden im Rahmen des Modells beschrieben. Das theo-
retische Resultat fiir die Streuléinge lautet al”) = (6.04 +0.63) 10~* MeV~! und ist in sehr gutem
Einklang mit dem Experiment, agf)exp = (6.4 +0.1) 10~* MeV~L. Die theoretische Bestimmung der
Streuléinge aéﬂ ist komplizierter, da sie von dem Wert der o-Masse abhéingt. Das ist die einzige Grofle
im Bereich der Baryonen, die vom skalaren mesonischen Sektor abhéngt, siehe die genaue Diskussion

in Ref. [9]. Dort wird gezeigt, dass auch in diesem Fall eine Ubereinstimmung fiir eine natiirliche Wahl

der Parameter moglich ist.

Zerfallsbreite N* — N

Das theoretische Resultat fiir die Zerfallsbreite N* — N7 lautet I'n+_,ny, = 10.9 = 3.8 MeV. Dieser
Wert ist eindeutig zu klein im Vergleich zum Experiment: F?\},‘,PHNW = 78.7 & 24.3 MeV. Eine Verall-
gemeinerung zu Ny = 3 und die Berticksichtigung OZI-unterdriickter Prozesse wire in dieser Hinsicht

wichtig, um eine bessere Ubereinstimmung zu erhalten.

Alternative Zuordnung fiir den Partner: N* = N(1650)

Die alternative Zuordnung fiir den Partner N* = N(1650) wurde auch getestet. Ahnliche Resultate
gelten fiir die wIN-Streuung. Dieses Szenario steht aber in wesentlich besserem Einklang mit dem
experimentellen Wert des Zerfalls N* — Nn: I'n«_.ny, = 18.3 £ 8.5 MeV. Dieser Wert soll mit dem
Experimentalwert I‘?\’;f = N(1650)— N7y = 10.7 £ 6.7 MeV verglichen werden. In diesem Zusammenhang
sollte eine alternative Interpretation der Resonanz N (1535) gesucht werden. Ein mogliches erweitertes
Mischungsszenario wurde in Ref. [9] vorgeschlagen: zwei Baryonfelder mit Paritit +1 und zwei mit
Paritéit —1 werden eingefiithrt. Thre Mischung generiert die Resonanzen N, N(1440) (Roper), und
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N(1535), N(1650). Die experimentell grofie Zerfallsbreite von N(1535) — N7 konnte als Konsequenz
einer konstruktiven Interferenz auftreten.

FEine hypothetische Resonanz

Ein weiterer, leichter Kandidat als chiraler Partner des Nukleons wurde in Ref. [50] vorgeschlagen: die
Masse dieser hypothetischen Resonanz wire My~ ~ 1200 MeV und die Zerfallsbreite wire sehr grof},
I'n+ 2 700 — 800 MeV. Eine solche Breite wiirde erkliren, warum dieser hypothetische Zustand nicht
gemessen wurde. Der Grund dieser Annahme beruht auf Resultaten bei endlicher Dichte (wie z.B.
die Berechnung der Kompressibilitét). Dennoch kann mit Hilfe unseres Modells dieser hypothetische

Zustand ausgeschlossen werden: die Streuldingen wiren um zwei Grolenordnungen falsch.

5.4.2 Die Rolle der Gluon- und Tetraquark-Kondensate

Der Term L, ist nicht invariant unter einer Dilatationstransformation, da der Parameter mq dimen-
sionsbehaftet ist. Das ist nicht im Einklang mit der Diskussion im Abschnitt 3.3.4: im chiralen Limes
muss die einzige Brechung dieser Symmetrie aus dem Eichsektor stammen.

Es ist aber nicht schwierig, den Term so zu modifizieren, dass die Dilatationssymmetrie wiederher-
gestellt ist. Zu diesem Zweck werden die zwei chiralinvarianten Felder G und x benutzt: G ist der
skalare Glueball und x = }[u,d][u,d] das Tetraquark. (Fiir Ny = 2 gibt es nur ein skalar-isoskalares
Tetraquark, siehe Abschnitt 4.(

Der Massenterm L, wird wie folgt modifiziert:
Linass = (ax + BG) (V11 ¥sr — VigVor — Uor Ui + VarViy) , (172)

wobei die Konstanten a und 8 dimensionslos sind.
Wenn beide Skalarfelder um den Vakuumerwartungswert verschoben werden, G — Gy + G und xy —
Xo + X, findet man wieder Gl. (165) durch folgende Identifikation:

mo = axo + BGo , (173)

wobei xo und Gy das Tetraquark-Kondensat und das Gluon-Kondensat sind. Auf diese Art wird
der Parameter mg als Summe von zwei Beitrigen geschrieben, die diesen zwei weiteren Kondensaten

entsprechen.

5.4.3 Die Rolle des Tetraquarks fiir die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung

Ublicherweise wird die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung durch Austausch von Quark-Antiquark-Mesonen
erklirt. Zwei Nukleonen vertauschen jeweils ein Quark: als Zwischenzustand bildet sich ein Quark-
Antiquark-Meson. Auf dem hadronischen Niveau entspricht dieser Prozess dem Austausch eines leichten
Quarkonium-Mesons, wie 7w, w und o. Dieser Austausch wird in unserem Modell durch die Nukleon-
Meson Wechselwirkungsterme beschrieben (wobei das o-Meson dem schweren Zustand fo(1370) ent-
spricht).

Der Term L5 in Gl. (172) beschreibt aber weitere Wechselwirkungen: das Nukleon-Nukleon-Potential
hingt auch von dem Austausch eines Tetraquarks y und eines Glueballs G ab. Da der Glueball relativ
schwer ist (~ 1.5 GeV), wird er in dieser Diskussion ausgelassen. Das Tetraquark kann hingegen
leicht sein (~ 600 MeV) und kann somit ein wichtiges Austauschteilchen fiir die Nukleon-Nukleon-
Wechselwirkung sein.

Der Austausch eines Tetraquark-Mesons wird in Abb. 8 gezeigt: das Diquark eines Nukleons wird
mit dem Diquark des anderen Nukleons getauscht. Als Zwischenzustand bildet sich ein Diquark-
Antidiquark-Zustand, d.h. ein Tetraquark. Dass dieser Austausch (potentiell) sehr wichtig ist, liegt
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qdqq qqdq qadq qdq

Abbildung 8: Links: bildliche Darstellung des Beitrags eines Quarkonium-Mesons zum NN Potential.
Rechts: bildliche Darstellung des Beitrags eines Tetrquark-Mesons zum NN Potential.

in der Tatsache, dass ein (gutes) Diquark eine primére Rolle fiir das Versténdnis eines Nukleons spielt.
Da das Diquark stark gebunden ist, kann man, wie viele Studien gezeigt haben, ein Nukleon als
Diquark-Quark-Objekt auffassen. Es liegt jetzt nahe zu erwarten, dass ein Diquark-Austausch, der
einem Tetraquark als Zwischenzustand entspricht, das Nukleon-Nukleon-Potential beeinflusst.

Es ist eigentlich bekannt, dass die Stabilitéit der Kerne auf die Anziehungskraft eines leichten skalaren
Mesons zuriickzufiihren ist. Die Masse lautet ungefihr 600 MeV, die der Resonanz f;(600) entspricht.
Ublicherweise wurde dieser skalare Zustand mit dem Quark-Antiquark o-Meson identifiziert. Wie aber
in dieser Arbeit mehrmals diskutiert wurde, fiihrt diese Identifikation zu Problemen. Die Rolle des
leichten skalaren Zustands kann aber von dem Tetraquark iibernommen werden, x = fo(600), wie
schon in den Abschnitten 3 und 4 motiviert wurde. Das ist im Einklang mit der gesamten Vakuum-
phénomenologie.

Diese Diskussion zeigt, dass ein leichtes Tetraquark dafiir zustéindig sein kann, dass die Kerne iiberhaupt
existieren. Das ist eine interessante Behauptung, die weitere Untersuchungen benotigt. Eine Studie des
Systems bei endlicher Dichte ist in dieser Hinsicht notwendig. Vorldufige Resultate zeigen tatséichlich
ein interessantes Zusammenspiel von Tetraquark und chiralen Kondensaten. Auch die Beziehung zu der
sogenannten ‘Quarkyonic Phase’ [51] (confinierte, aber chiralsymmetrische Phase) stellt einen Ausblick
dieser Arbeit dar.

5.4.4 Baryonen im Large-N. Limes

Baryonen in der Large-N,. Entwicklung sind ein reiches theoretisches Forschungsgebiet, das in Ref.
[13] eingeleitet wurde. Hier beschrinken wir uns auf die Darstellung der folgenden Skalierungen der
Parameter:

G1, G2 x NY2 a8 o« NO . (174)

Es folgt, dass die Nukleonenmasse -wie erwartet- wie N, skaliert. (Der Tetraquark-Term ayo geht

schnell gegen Null, weil yo oc e~ Ve.)
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Abbildung 9: Das Quark-Antiquark-Kondensat oy und das Tetraquark-Kondensat yg werden als Funk-
tion von pu geplottet. Ein Phaseniibergang erster Ordnung findet bei g ~ 1 GeV statt.

5.4.5 Weitere Ausblicke fiir die Vakuum-Physik

e A-Resonanz: es ist bekannt, dass die A-Resonanz stark an mN koppelt. Thre Einfiithrung in das
chirale Modell wiirde die theoretische Studie vollsténdiger machen, vor allem was die Rechnung der
wN-Streuprozesse betrifft.

e Ny = 3: anders als im mesonischen Sektor ist hier die Verallgemeinerung zu Ny = 3 nicht trivial. Auch
in diesem Fall werden keine weiteren Parameter bennétigt. Die Baryonfelder treten als Oktett auf, was
ein Umschreiben der Lagrange-Dichte mit Hilfe der Spuren auch im Baryon-Sektor impliziert. Bis auf
die technischen Schwierigkeiten gibt es kein konzeptuelles Hindernis, eine solche Studie durchzufiihren.
e Nukleon-Nukleon Streuprozesse und Dilepton-Produktion. Im Rahmen des Modells kénnen solche
Prozesse berechnet werden. Wegen der experimentellen Relevanz dieser Prozesse (siehe z.B. Ref. [52]

und Referenzen darin), ist eine solche Studie, die auf einem chiralen Modell basiert ist, interessant.

5.5 Das Modell bei nicht verschwindender Dichte

Das Modell bei nicht verschwindender Dichte p wurde in Ref. [10] studiert. Der Term in Gl (172)
fiir 8 = 0 wurde dafiir verwendet: das bedeutet, dass der Massenparameter mg = a)g ausschliefllich
vom Tetraquark-Kondensat yg generiert wird. Das Diagramm in Abb. 8 wird also im Rahmen einer
Mean-Field-Néherung untersucht, um die Rolle eines zusitzlichen Tetraquark-Feldes bei p > 0 zu
untersuchen.

Folgende Resultate werden hier zusammengefasst:

e Es ist moglich, im Rahmen des hier prisentierten Modells die Kernmaterie korrekt zu beschrei-
ben. Dabei wird der Wert des Parameters mg = ayo = 460 4+ 136 MeV, der in Vakuum bestimmt
wurde, benutzt. In diesem Zusammenhang es ist wichtig anzumerken, dass ein Sigma-Modell in der
trivialen Zuordnung die Sittigung der Kernmaterie nicht beschreiben kann. Wenn hingegen die Spiegel-

zuordnung ohne Tetraquark benutzt wird, konnen die Eigenschaften der Kernmaterie (Séttigung und
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Abbildung 10: Die Kompressibilitit der Kernmaterie wird als Funktion von mg geplottet. Der Gelber
Band zeigt die Werte von mg, die im Einklang mit der Vakuumsphysik sind. Die zwei horizontalen
gestrichelten Linien zeigen den experimentell bestimmten Wert der Kompressibilitdt: 200 MeV < K <
300 MeV. Die korrekte Beschreibung der Kompressibilitét ist sichtbar.

Kompressibilitét) fiir den grofien Wert mo ~ 800 MeV korrekt berechnet werden [50]. Dieser grofle
Wert von my fithrt aber zu Schwierigkeiten in der phinomenologischen Beschreibung von Vakuums-
groffen. In unserem Modell, in dem das Tetraquark hinzugefiigt wurde, ist eine korrekte Beschreibung
von Groflen im Vakuum und bei nicht verschwindender Dichte gleichzeitig moglich.

e Der Verlauf des Quark-Antiquark-Kondensats und des Tetraquark-Kondensats in Abhéngigkeit des
chemischen Potentials p wird in Abb. 9 présentiert. Ein Phaseniibergang erster Ordnung findet bei
1~ 1 GeV statt. Das enstsprechende Intervall der Dichte variert zwischen 3-10 pg, siehe Details in
Ref. [10]. Bei dem Phaseniibergang sind beide Kondensate unstetig.

e Die Kompressibilitdt K der Kernmaterie wird in Abb. 10 als Funktion von mg geplottet. Fiir mg =
500 MeV lautet sie K ~ 200 MeV, der im Einklang mit dem Experiment ist (200 MeV < K < 300 MeV
[63]). Es ist bemerkenswert, dass die Kompressibilitit und die Pion-Nukleon-Streuléingen kompatibel
sind.

e Wenn das Tetraquark-Feld der leichtesten skalaren Resonanz f(600) entspricht, gibt es eine kuriose
Konsequenz: die Kernmaterie scheint nur fiir N. = 3 zu exsistieren. Schon fiir N, = 4 wire die

Attraktion durch das Tetraquark zu schwach, um die S#ttigung der Kernmaterie zu ermoglichen [54].
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6 Das Tetraquark bei nicht verschindender Temperatur

6.1 Einleitung

Die Studie eines chiralen Modells bei nicht verschwindender Temperatur ist ein wichtiges Thema der
Hadronenphysik der letzten 30 Jahre. Viele Erkenntnisse wurden aus diesen Studien gewonnen: die
Phinomenologie des chiralen Phaseniiberganges, der Verlauf der Massen als Funktion von T', die Wie-
derherstellung der chiralen Symmetrie sind einige der meistuntersuchten thermodynamischen Eigen-
schaften.

Dennoch ist eine Kritik an solchen Modellen angebracht. Sowohl die hadronischen Modelle als auch
dem Quark-Bild basierte auf Modelle (wie das NJL-Modell und moderne Generalisierungen, wie das
PNJL-Modell) enthalten eine leichte skalare Quark-Antiquark Resonanz, die in der Regel mit fy(600)
identifiziert wird. Das entsprechende Feld kondensiert und beschreibt das beriihmte chirale Kondensat.
Folgendes Problem ist aber nicht zu iibersehen: wenn die Resonanz fy(600) nicht einem Quarkoni-
um entspricht, enthalten viele Studien bei T" # 0 von Anfang an eine falsche Identifizierung. Wie
im Lauf dieser Arbeit diskutiert wurde, ist es die Resonanz f,(1370), die als (dominanter) Quark-
Antiquark/Zustand beschrieben wird. Dennoch kann die leichte Resonanz f,(600) auch als Tetraquark
eine wichtige Rolle bei endlichem 7" spielen.

In diesem Abschnitt werden die Resultate der ersten Studie in dieser Richtung présentiert [11]. Das
einfache Modell von Abschnitt 4.5 wird dafiir benutzt. Natiirlich ist ein solches Modell noch nicht
realitidtsgetreu genug, um die Natur vollstéindig zu beschreiben. Dennoch enthiilt dieses Modell schon
wichtige Freiheitsgrade, um die Phéinomenologie bei T # 0 untersuchen zu kénnen. Diese einfache Wahl
zeigt, dass ein leichtes zuséitzliches Tetraquark-Feld die Physik des Phaseniibergangs beeinflussen kann.
Auflerdem wird das Quarkonium/Tetraquark/Mischungsphéinomen bei T' > 0 sogar intensiver als bei
T=0.

6.2 Einfaches Modell bei T # 0

Wir arbeiten mit dem Modell von Gl. (149) im Limes mg — oo (eingefrorener Glueball): das Pion 7,
das nackte Quarkonium o = in = \/g (4w + dd) und das nackte Tetraquark x = 1[u,d][a,d] sind die

Freiheitsgrade. Das Potential lautet:

A 1
V= 1(02+7?2*F2)2*5U+§M§X2*9X(02+7?2) . (175)

Das Minimum des Potentials lautet (bis zur Ordnung O(¢)):

F € g o
+ oz X0T WUS’ o = 0. (176)
1 —2¢2/(AM3) X

g X~

Wie iiblich gilt: 09 = fr = 92.4 MeV. Das Tetraquark-Kondensat yo ist proportional zu o3, was
bedeutet, dass das Tetraquark-Kondensat von dem chiralen Kondensat induziert wird.

Man verschiebt die Felder um die vev’s, ¢ — ¢ + g9 und x — X + Xo, und entwickelt:

1 M2 —2g0y X 1 oo
P X —
V= 2(X,a)< ogoe M2 , ) MR (177)
wobel )
2g €
M2=0c2(3N—L ) —AF?, M2="—-. 178
o UO ( M)% ) T o0 ( )

Da die Matrix in Gl. (177) nicht diagonal ist, sind die Felder o und x keine Masseneigenzustinde

von V. Das ist ein expliziter Spezialfall der Mischungsprozesse, die schon in Abschnitt 4.5 allgemein
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erldutert wurden. Hier berechnen wir auch die Entmischung der Felder: man fiihrt die Eigenzusténde
(H,S), die im Rahmen dieses Modells mit den Resonanzen f(600) und fo(1370) identifiziert werden,
als SO(2)-Rotation der nackten Felder o und x ein:

H = fo(600) \ [ cosbp sinbp X
S = fo(1370) )~ \ —sinfy cosby o ’

1 4gcro
bo = 3 arctan M-I Mz (179)
Die physikalischen Massen lauten
My = Mi cos® O + M?sin? 0y — 2goq sin(26p) , (180)
MZ = M?cos® 0y + M; sin? 0y + 290 sin(26p) . (181)

Wie in Abschnitt 4 erklirt, gilt die Massenordnung
Mg > My > M, > Mg .

Der Zustand H = f¢(600) ist dann {iberwiegend ein Tetraquark, und S = f,(1370) ist iiberwiegend
ein Quarkonium.

Im Limes g — 0 entkoppelt das Feld x: ein einfaches lineares Sigma-Modell fiir die Felder 7 und ¢ und
eine freies Tetraquark-Feld y bleiben iibrig. Der Mischungswinkel 6y und das Tetraquark-Kondensat
verschwinden. Es ist insofern klar, dass der Parameter g die neuen Eigenschaften des Modells be-
schreibt. Je grofler g ist, desto intensiver die Mischung und das Zusammenspiel von Quarkonium und

Tetraquark.

6.3 Resultate und Diskussion

Um die Physik bei T' # 0 zu untersuchen, wird der CJT-Formalismus [55] in der Hartree-Fock-N#herung
benutzt [55, 56]. Die Massen der Resonanzen werden T-abhingige Funktionen: Mg (T), My (T), und
M, (T).

Auch der Mischungswinkel, das chirale Kondensat und das Tetraquark-Kondensat entwickeln eine T-
Abhéngigkeit: 6y — 0(T), o9 — 0o(T) und xo — xo(T). Natiirlich miissen die Werte bei T = 0

reproduziert werden (i = 7,0, x):
Ml(T = 0) = Mi 5 Q(T = 0) = 90 5 O'o(T = 0) =0g , XO(T = 0) = Xo - (182)

Im Limes g — 0 entkoppelt das Tetraquark: S ist ein reines Quarkonium und H ein reines Tetraquark.
Das Tetraquark spielt in diesem Limes keine Rolle fiir den Phaseniibergang. Der Phaseniibergang ist
ein Crossover fiir Mg < 0.95 GeV und von erster Ordnung fiir Mg > 0.95 GeV. Dieses Resultat ist
bekannt, siehe z.B. Ref. [57]. Ein schwerer chiraler Partner des Pions (> 1 GeV) in einem linearen
o-Modell fiihrt zu einem Phaseniibergang erster Ordnung, was nicht im Einklang mit QCD-Gitter-
Simulationen ist [58].

Die Einfithrung des Tetraquarks mit g > 0 hat aber einen nicht vernachlissigbaren Einfluss auf die
Phénomenologie, wie in Abb. 11 gezeigt wird. Im linken Kasten von Abb. 11 wird die Ordnung des
Phaseniibergangs als Funktion der Parameter g und Mg fiir die Wahl My = 0.4 GeV gezeigt. Im
rechten Kasten von Abb. 11 wird der Verlauf des chiralen Kondensats fiir die Parameterwahl Mg =
1.0 GeV und My = 0.4 GeV veranschaulicht: die verschiedenen g-Werte entsprechen den schwarzen
Punkten im linken Kasten.

Es ist leicht zu erkennen, dass: (i) je grofer g ist, desto kleiner wird T,.: T, = 250 MeV fiir ¢ — 0
und T, ~ 200 MeV fiir ¢ = 2.0 GeV; (ii) die Ordnung des Phaseniiberganges wird beeinflusst: fiir
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Abbildung 11: Links: Ordnung des Phaseniiberganges in Abhéngigkeit von den Parametern g und Mg.
(Mp = 0.4 GeV). Rechts: Verlauf des chiralen Kondensats ¢ als Funktion von T fiir verschiedene
g-Werte. Die Kurven entsprechen den schwarzen Punkten im linken Kasten.

wachsende g-Werte wird der Phaseniibergang erster Ordnung zuerst geschwicht, und fiir g grof§ genug
ist ein Crossover vorhanden. Das bedeutet, dass die Einkopplung des Tetraquarks in das Modell (g > 0)
zu einer Verkleinerung der kritischen Temperatur und eventuell auch einem Crossover fithren kann. Es
ist niitzlich, eine ausfiihrliche Studie eines Crossover-Falles zu priisentieren. Die Vakuummassen werden
bei den (iiblichen) Werten Mg = 1.2 GeV und My = 0.4 GeV festgehalten [1]. Die Kopplungskonstante
g wird dann bei ¢ = 3.4 GeV fixiert, damit im Einklang mit Lattice Simulationen ein Crossover
stattfindet. Auflerdem werden die Masse M, = 139 MeV und die Zerfallskonstante o9 = f = 924
MeV benutzt. Dadurch konnen alle Parameter des Modells festgelegt werden: A = 52.85, M, = 0.96
GeV und F = 64.2 MeV.

Der Verlauf der Kondensate wird im linken Kasten von Abb. 12 gezeigt. Bei T, = 180 MeV fillt das
Quark-Kondensat o((7T) schnell ab und die chirale Symmetrie wird wiederhergestellt. Fiir T < T,
zeigt das Tetraquark-Kondensat xo(7") einen qualitativ &hnlichen Verlauf wie oo (T), aber fiir T > T,
wiichst die Funktion xo(T"). Das ist eine ziemlich iiberraschende Eigenschaft. Eine weitere Studie dieses
Verlaufs wire sicherlich interessant. Die Frage, ob ein solches wachsendes Tetraquark-Kondensat einige
thermodynamische Observablen beeinflussen kann, ist offen.

Der Verlauf der Massen wird im rechten Kasten von Abb. 12 gezeigt: Mg (T) fallt zuerst langsam ab,
aber bei Ts ~ 160 MeV findet eine unstetige Verkleinerung statt. Umgekehrt zeigt My (T) bei Ty eine
unstetige Erhohung. Es ist in diesem Zusammenhang wichtig, die folgende Definition klarzustellen: S
ist der Zustand, der einen Quark-Antiquark-Anteil grofler als 50% besitzt, und H ist der Zustand, der
einen Tetraquark-Anteil grofier als 50% besitzt. Fir T < T, ist S(H) der schwere (leichte) Zustand,
fir T' > T, umgekehrt. Man kann grob sagen, dass bei T' = T, die Rollen des Tetraquarks und des
Quarkoniums vertauscht werden.

Der Mischungswinkel 0(T") wird in Abb. 13 gezeigt. Es ist bemerkenswert, dass die Mischung mit

der Temperatur T wichst: das ist eine allgemeine Eigenschaft, die nicht von den numerischen Details
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Abbildung 12: Links: das chirale Kondensat und das Tetraquark-Kondensat werden als Funktion von
T dargestellt. Rechts: die Massen der drei Zustédnde 7, S und H werden gezeigt.
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Abbildung 13: Der Mischungswinkel 6(T") wird gezeigt. Bei T' = T erreicht 6 den Wert von 7/4, der
einer maximalen Mischung entspricht.
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abhiingt. Bei T =Tj ist die Mischung maximal:
0T =Ts)|=7/4.

Das erlaubt auch, eine prizise mathematische Definition der Temperatur T zu formulieren. Die Funk-
tion 6(T') ist bei Ty unstetig: sie springt von dem Wert 7/4 zu dem Wert —7 /4,

Th—>Hjl“ 0(T)=Fn/4.
Fiir T = T, bestehen beide Zustéinde S und H aus 50% Quarkonium und 50% Tetraquark.
Es wurde somit gezeigt, dass die Interpretation von fy(600) als (iiberwiegend) Tetraquark die Ther-
modynamik beeinflusst. Weitere Studien sind in diesem Gebiet notwendig: man sollte die schon be-
sprochenen skalaren Resonanzen f;(980), fo(1500) und fp(1710) einbauen und ein vollsténdiges Sze-
nario untersuchen (Ny = 3 + Glueball). AuBerdem, (Axial)Vektormesonen sollten auch beriicksichtigt
werden. Da sie eine so wichtige Rolle fiir die Vakuumphysik spielen, ist es notwendig, sie fiir eine
vollsténdige Studie der thermodynamischen Eigenschaften in Betracht zu ziehen. Das ist eine wichtige
Fragestellung fiir kiinftige Projekte.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Konstruktion eines hadronischen Modells der QCD mit linearer Realisierung
der chiralen Symmetrie présentiert.

Zuerst ist unser Blickwinkel ganz allgemein gewesen: anhand der Large- N, Entwicklung wurden grund-
legende Eigenschaften eines (beliebigen) hadronischen Modells diskutiert. Auch die moderne Proble-
matik der sogenannten ‘dynamisch generierten’ Resonanzen wurde kritisch analysiert; es wurde somit
festgestellt, warum Quark-Antiquark, Gluebélle und auch Tetraquarks nicht als dynamisch generiert
interpretiert werden sollen. Die Benutzung eines einfachen Modells hat uns ebenfalls erlaubt, die tiicki-
schen Aspekte solcher Studien offensichtlich zu machen.

Als zweiter Schritt wurden die Symmetrien der QCD aufgelistet und zusammengefasst. Die besondere
Rolle der Dilatationssymmetrie wurde betont. Das hat uns erlaubt, ein chirales Modell zu erstellen,
das nur Terme mit Dimension vier enthélt. Ein wichtiger Aspekt dieser Arbeit ist, dass die (Axi-
al)Vektormesonen von Anfang an beriicksichtigt wurden: die Motivation dafiir ist, dass diese Reso-
nanzen sehr wichtig fiir die Vakuumphysik sind. Unter anderem beeinflussen sie auch (pseudo)skalare
Prozesse, wie. z.B. den Zerfall 0 — 7.

Der Fall Ny = 2 wurde diskutiert und die wichtige Rolle der skalaren Resonanzen klar gemacht:
das Bild, in dem der chirale Partner des Pions die Resonanz f;(1370) ist und nicht -wie sonst in
verschiedenen Arbeiten angenommen- f,(600) ist, wird bevorzugt. Die Resonanz f,(600), zusammen
mit f5(980), ap(980) und £(800), kann erfolgreich als Tetraquark interpretiert werden.

Die explizite Einfithrung der Tetraquarks in das chirale Modell wurde durchgefiihrt. Die guten skala-
ren und pseudoskalaren Diquarks und das daraus entstehende skalare Tetraquark-Multiplett wurden
beschrieben. Im Fall Ny = 2 existiert nur ein Tetraquark. Diese Tatsache hat uns erlaubt, ein einfaches
Modell fiir die Tetraquark-Quarkonium-Glueball-Mischung zu konstruieren. Der Fall Ny = 3 ist hinge-
gen realistischer und kann einen wichtigen Aspekt der Natur beschreiben: ein ganzes Tetraquark-Nonett
existiert, das die leichten Resonanzen f,(600), f4(980), ag(980) und k(800) erkldren kann. Sowohl die
Massenordnung als auch die Zerfallseigenschaften dieser physikalischen Resonanzen sind eine natiirliche
Konsequenz des Tetraquark-Szenarios. Als letzter Schritt der Diskussion iiber Tetraquarks wurde die
Besonderheit ihres Large-NN. Limes diskutiert: es wurde gezeigt, dass die korrekte Verallgemeinerung
eines Tetraquarks nicht ein Vier-Quark-Objekt ist, sondern ein “Dibaryonium”: das ist ein Objekt,
das aus N, — 1 Quarks und N, — 1 Antiquarks besteht. Das Large-N, Verhalten kann unter dieser
Perspektive leicht bestimmt werden.

Die Baryonenfelder sind ein zentraler Bestandteil der Hadronenphysik. Aus diesem Grund wurden das
Nukleonfeld und sein chiraler Partner in das Modell eingefiihrt. Ein wichtiger Teil dieser Studie ist
die Frage iiber den Ursprung der Nukleonenmasse: my ist eine (nichtlineare) Funktion von den Kon-
densaten: dem Gluon-Kondensat, dem chiralen (Quark-Antiquark) Kondensat und dem Tetraquark-
Kondensat. Das Resultat der Studie zeigt, dass ein Zusammenspiel all dieser Gréflen notwendig ist,
um die Nukleonenmasse zu verstehen.

Als letztes Thema dieser Arbeit wurde eine Studie der Thermodynamik mit dem ‘neuen’ Tetraquark-
Freiheitsgrad durchgefiihrt: ein leichtes Tetraquark kann die thermodynamischen Eigenschaften beein-
flussen. Das ist zwar eine wichtige Erkenntnis, aber solche Studien miissen mit realistischeren Modellen
(mit allen relevanten Freiheitsgraden) wiederholt werden. Die Fortsetzung dieser Arbeit bei endlicher
Temperatur und Dichte stellt einen wichtigen Ausblick dar, der zur Beschreibung und zum theoreti-
schen Verstédndnis von modernen hoch-energetischen Experimenten dienen soll.

Verschiedene Ausblicke wurden im Lauf dieser Arbeit priisentiert. Sie konnen wie folgt klassifiziert
werden: (i) Ny > 2. (ii) Skalare Glueball und Tetraquarks. (iii) Pseudosklare Glueball. (iv) Weitere

60



Prozesse im Standardmodell. (v) Nicht verschwindende Temperatur und Dichte. Wir fassen zuletzt
diese verschiedenen Forschungsvorhaben zusammen.

(i) Das chirale Modell wurde fiir eine beliebige Flavoranzahl N présentiert. Explizite Rechnungen
wurden aber fiir den Fall Ny = 2 durchgefiihrt. Die Verallgemeinerung zu Ny = 3 stellt ein kiinftiges
Projekt dar. Nur zwei zusétzliche Parameter werden im Fall Ny = 3 im Vergleich zu N; = 2 gebraucht.
Es gibt jedoch eine wesentlich griflere Anzahl von experimentellen Werten, die benutzt werden kénnen.
Auch der Fall Ny = 4 kann untersucht werden: einige Charmonium-Zusténde und ihre Zerfille (wie z.B.
der J/v Zerfall) konnen somit beschrieben werden. Das wiirde auch eine Verkniipfung der hadronischen
Physik der leichten Quarks mit schweren Quarks erméglichen.

(ii) Das Dilaton-Feld hat von Anfang an eine wichtige Rolle fiir die Konstruktion des Modells gespielt.
Die Symmetrie unter Dilatationstransformationen und ihre anomale Brechung sind ein fundamentales
Phianomen der QCD. Die explizite Rechnung der Eigenschaften des entsprechenden Teilchens, des
Glueballs, im Rahmen des Modells mit Ny = 3 und die Berechnung der Mischung mit Quarkonia ist
ein vielversprechendes Projekt. Aulerdem sollten auch die leichten Tetraquarks berticksichtigt werden:
daraus folgen interssante Mischungsphénomene im leichten skalaren Sektor, die Quarkonia, Tetraquarks
und den Glueball betreffen.

(iii) Der pseudoskalare Glueball kann im Rahmen des Modells beschrieben werden. Die Kopplung
an die skalaren und pseudoskalaren Mesonen erfolgt durch die axiale Anomalie. Gitter-Rechnungen
vorhersagen eine Masse des pseudoskalaren Glueballs von ungefir 2.6 GeV [14]. In diesem Fall kann
eine solche hypotethische Resonanz im kiinfitgen PANDA-Projekt bei FAIR in der GSI/Darmstadt
experimentell untersucht werden [36].

(iv) Weitere Prozesse des Standard-Modells konnen studiert werden: Nukleon-Nukleon Streuprozesse
und die daraus entstehende Produktion von Dileptonen kénnen gerechnet werden. Auflerdem ermoglicht
die Einkopplung der schwachen Eichbosonen schwache Prozesse, die Hadronen enthalten, zu berechnen.
Dariiber hinaus kann auch das Higgs-Feld und seine Kopplung an Hadronen berticksichtigt werden.
(v) Weitere Studien bei nicht verschwindender Dichte und Temperatur sind notwendig. Die Analyse
in den Abschnitten 5 un 6 stellen nur eine erste Studie in dieser Richtung dar. Die potentiell wichtige
Rolle des Tetraquarks, siehe Abb. 6, benstigt weitere Untersuchungen sowohl im Vakuum als auch bei
endlicher Dichte: die Moglichkeit, dass ein Tetraquark-Feld letztendlich fiir die Stabilitéit der Kerne
zusténdig ist, ist faszinierend. Es werden jedoch weitere Tests gebraucht, um die eigentliche Rolle dieses

Feldes fiir die Hadronenphysik festzulegen.
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