Programowanie dynamiczne

Programowanie rekurencyjne:
ZALETY: - prostota
- naturalno$¢ sformutowania
WADY: - trudno$¢ w oszacowaniu
zasobow (czasu 1 pamigci)
potrzebnych do realizacji

Czy jest mozliwe wykorzystanie korzysci ptynacych z
rekurencyjnego formutowania rozwiqzan, bez uzywania
rekurencji ?

Programowanie dynamiczne bazuje na powyzszym
paradoksalnym postulacie.

Nadaje si¢ ono szczegolnie do:
- problemow o charakterze numerycznym
- wyliczania skomplikowanych wartosci podanych
rOwnaniem rekurencyjnym
- obliczanie najkrotszej drogi w grafach

Trzy etapy konstrukcji programu dynamicznego:

koncepcja:
- dla danego problemu stworz rekurencyjny model
rozwigzania
- stworz tablicg, w ktorej bedzie mozna zapamigtywac
rozwigzania przypadkow elementarnych 1 rozwigzania
pod-problemdéw



inicjacja:
- wpisz do tablicy wartosci numeryczne, odpowiadajace
przypadkom elementarnym

progresja:
- na podstawie wartosci numerycznych w tablicy,
uzywajac formuty rekurencyjnej, oblicz rozwiazanie
problemu wyzszego rzedu 1 wpisz je do tablicy

Porownanie metod ,.dziel 1 zwyciezaj” 1 ,,programowania
dynamicznego”

~dziel i zwyci¢zaj”
- problem rzedu N rozt6z na pod-problemy i rozwiaz je
- polacz rozwigzania pod-problemdéw w celu otrzymania
rozwiazania globalnego

wprogramowanie dynamiczne”
- majac dane rozwigzanie problemu elementarnego,
policz na jego podstawie
- problem wyzszego rzgdu 1 kontynuuj obliczenia, az do
otrzymania rozwigzania rzedu N

Optymalnos¢ rozwiazania - raz znalezione rozwigzanie pod-
problemu zostaje zarejestrowane w tablicy 1 w miar¢ potrzeb
jest wykorzystywane.

Przykladl:

Liczby Fibonacciego

Fib(0)=1

Fib(1)=1

Fib(n)=Fib(n-1) + Fib(n-2) dlan>1



Rozwiazanie dynamiczne:

koncepcja - wzor rekurencyjny jest znany, pozostaje
zadeklarowac tablice Fib(n) do sktadowania obliczanych
wartosci

inicjacja - poczatkowymi wartosciami w tablicy Fib sa
wartosci Fib(0)=1 1 Fib(1)=1

progresja - wartoscia Fib(i) w tablicy (1> 1) jest suma dwoch
poprzednio obliczonych wartosci Fib(i-1) 1 Fib(1-2)
zapamigtanych w tablicy

Rozwiazanie ma bardziej charakter iteracyjny niz
rekurencyjny.
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void fibonact (int n , matrix fib)
{

int 1;

Tib[0]=1;

Tib[1]=1;

for (1=1;1<=n;1++)
Tib[1]=fib[1-1]+Fib[1-2];

+



Przyklad2:
Rownanie rekurencyjne z wigcej niz jedna zmienna:

1 jeslii=0oraz j>0,
P(i, j) =1 i1 ?—P 1) jeslii>0oraz j=0,
U ’j)z (] jeslii>0oraz j> 0.

Liczenie parametru P dla dwoch zmiennych 1, j. Nalezy uzy¢
tablicy dwuwymiarowej, ktorej indeksy 1, j oznaczaja kolumny

1 wWiersze.
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Do obliczenia wartosci P(i,j) potrzebna jest znajomos¢ dwoch

sasiednich komorek: dolnej - P(1, j-1) oraz tej znajdujace;j si¢ z
lewej strony - P(i-1,j). Zatem naturalnym sposobem obliczania
wartosci P(1,)) jest posuwanie si¢ ,,zygzakiem”.



void dynam (int n, matrix P)

T
int 1,j;
for (1=1;i1<=n;i1++) //inicjacja
{
P[i,0]=0;
P[0, i]=1;
+
for (J=1;jJ<=n;j++) //progresja
for (1=1;i1<=n,i1++)
PLr.31=CPLi-1,31+P[1,3-1])/2.0;
+

Program jest odbiciem wzoru rekurencyjnego, nalezy jedynie
znalez¢ prawidlowy sposob wypelniania tablicy.

Dla rekurencji dwu- 1 wigcej wymiarowych mozna tatwo

popeti¢ blad probujac skorzysta¢ z wartosci w tablicy , ktore
nie sg jeszcze policzone.

Wspolczynnik dwumianowy

Wspotczynnik dwumianowy:
| | = n dla0< k<n
Lk) & (n-k)!

Dla duzych wartosci n 1 k, wartosci wystepujace w definicji s bardzo
duze.



Mozemy jednak wykorzysta¢ inng zaleznos¢:
[ (n1]l (51
b T+ o<k<n
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Algorytm liczenia wspolczynnika dwumianowego metodg
dziel i zwyciezaj.

Problem: liczenie wspotczynnika dwumianowego.
Dane: nieujemne liczby catkowite n 1 k, gdzie k< n
Wynik: bin — warto$¢ wspotczynnika dwumianowego

int bin(int n, int k)

{
iITf(k == 0 |] n == k)
return 1;
else
return bin(n-1,k-1)+bin(n-1,Kk);
+

Algorytm ten wylicza 2*D", — 1 wyrazow.

Mozna rowniez sformutowac algorytm dynamiczny.
Wykorzystujemy tablice B taka, ze B[i][j]=D' i
Etapy rozwiazania:

1. Okreslamy wlasciwos¢ rekurencyjna 1 zapisujemy za pomoca
tablicy
[ B[i-1[j-11+B[i-1][]] 0<j<i
B[] = 1
L1 j=01lubj=i



2. Rozwiazujemy realizacj¢ problemu w porzadku wstgpujacym,
rozpoczynajac od pierwszego wiersza i wyliczajac po kolei
wartos$ci w wierszach tablicy B.

Etap 2 mozna zilustrowac¢ trojkatem Pascala :

01 2 3 4 J k
0|1
101 1
211 2 1
311 3 3 1
411 4 6 4 1
Bli-1)y-1] 8li-1]U]
. ..
/ B[]
n

Obliczenia dla B[4][2] = D",

B[0][0] = 1

Wiersz 1:  B[1][0] =1
B[1][1]=1

Wiersz 2: B[2][0] = 1
B[2][1]=B[1][0]+B[1][1] = 1+1 =2
B[2][2] =1

Wiersz 3:  B[3][0] = 1
B[3][1] = B[2][0]+B[2][1] = 1+2 =3
B[3][2] = B[2][1]+B[2][2] = 2+1 = 3



Wiersz4: BJ[4][0]=1
B[4][1] = B[3][0]+B[3][1]=1+3 =4
B[4][2] = B[3][1]+B[3][2] =3+3 =6

Algorytm liczenia wspolczynnika dwumianowego przy uzyciu
programowania dynamicznego.

Problem: obliczanie wspotczynnika dwumianowego.
Dane: nieujemne liczby catkowite n 1 k&
Wyniki: bin — warto$¢ wspotczynnika dwumianowego

int bin2(int n, int k)
{

index 1, j;

int BJO..n][O0..Kk];

for(1=0; 1 <= n; 1++)
for(=0; j <= minimum(i,k); j++)
1ITg =0 || J == 1)
BLil] = 1;
else
BLil[31 = BLi-1103-11 + BLi-1101;
return B[n][Kk];

3

Rozmiarem danych wejsciowych jest liczba symboli uzytych do ich
zakodowania. Musimy zatem okresli¢ 1los¢ wykonywanych dziatan w
funkcji zmiennych 7 1 k. Dla danego n 1 k. obliczymy liczbg
przebiegow petli For-j .

] .k k+1 ... n

0O 1 2 3 :
Liczba przebiegow 0 2 3 4 ookt k+1 ... k+I




Catkowita liczba przebiegow:
C=1+2+3+4+..+k + (k+t1)+(k+1)+...+(k+1)

| n-k+l razy

Zatem:
C =k(k+1)/2 + (n-k+1)(k+1) = 2n-k+2)(k+1)/2 => O (nk)

Algorytm ten jest znacznie wydajniejszy niz zapisany metoda dziel i
zwyciezaj.

W algorytmie wykorzystano tablice dwuwymiarowa, ale realizacja z
tablica jednowymiarowa B[0...k] jest rOwniez mozliwa.



Algorytm Floyda
okreslanie najkrotszej drogi w grafie

Chcemy znalez¢ najkrétsza droge z jednego miejsca w drugie, gdy nie
istnieje potaczenie bezposrednie.

Wprowadzenie do teorii grafow.

Przyklad

Wazony graf skierowany.
Kotka — wierzcholki grafu.
Linie taczace wierzchotki - krawedzie grafu.

Wszystkie krawgdzie posiadaja przypisany kierunek— graf
skierowany (digraf).

W digrafie moga istnie¢ dwie krawgdzie migdzy dwoma
wierzchotkami, kazda biegnaca w innym kierunku.

Jezeli krawedzie posiadaja zwiazane ze soba wartosci, sa one
nazywane wagami (nieujemne). Graf jest zwany grafem wazonym.

Droga w grafie wazonym to sekwencja wierzchotkow, taka ze istnieje
krawedz z kazdego wierzchotka do jego nastepnika — [vy, v4, V3] jest
droga, [vs, v4, v{] nie jest droga.



Droga jest nazywana prosta, jezeli nie przechodzi dwa razy przez ten
sam wierzchotek. Droga prosta nigdy nie zawiera poddrogi, ktora
bytaby cykliczna.

Dhugoscia drogi w grafie skierowanym jest suma wag krawedzi
nalezacych do drogi.

Droga z wierzchotka do niego samego — cykl. Graf zawierajacy cykl
jest grafem cyklicznym, gdy nie zawiera cyklu jest grafem
acyklicznym.

Najczgstsze zadanie dla grafow to znalezienie najkrotszych drog z
kazdego wierzchotka do wszystkich innych wierzchotkow. Najkrotsza
droga musi by¢ droga prosta.

Przyklad.

Drogi proste z v; do v; :
dlugoéé[vl, Vs, V3] =1+3=4
diugoscé[vi, v4, 3] =1+2=3 - najkrotsza
dtugosc[vi, v, V4, V3] =1+2+2=35

Problem najkrotszej drogi to problem optymalizacji.

Dla problemu najkrotszej drogi rozwiqzaniem kandydujqcym jest
droga z jednego wierzchotka do drugiego, wartosciq jest dlugosc¢ tej
drogi, wartosciq optymalnq jest minimum tych dlugosci. Moze istnie¢
kilka rozwiazan.

Algorytm sitowy.

Okreslenie dla kazdego wierzchotka dlugosci wszystkich drog z niego
do innych wierzchotkéw i znalezienie minimum — czas wykonania
gorszy od wyktadniczego.

Zatozmy, ze istnieje krawedz z jednego wierzchotka do wszystkich
innych wierzchotkéw. Podzbior wszystkich drog, ktore rozpoczynaja
si¢ od pierwszego wierzchotka 1 koncza na innych wierzchotkach,
przechodzac przez wszystkie pozostate. Catkowita ilos¢ drog wynosi
wowczas — (n-2)(n-3)...1 = (n-2)!



W wielu problemach optymalizacji algorytm sitowy jest wyktadniczy
lub gorszy. Zadaniem jest znalezienie bardziej wydajnego algorytmu.

Algorytm (programowanie dynamiczne):

- znajdowanie najkrotszej drogi
Reprezentacja grafu za pomoca tablicy W :
[ waga krawedzi, jezeli istnieje krawedz z v; do Vj

W= 19 o, jezeli nie istnieje krawedz z v; do v;
Lo, jezelii=j

Wierzchotek v; jest przylegly do wierzchotka v; , gdy istnieje krawedz
zvidov;.

Macierz W jest macierza przyleglosci.

Przyklad:
1 3 5
110 1 o 1 5
2 I9 0 3 2 o
3 Ioo o 0 4 o tablica W
4 :oo o 2 0 3
I



Dhugosci najkrotszych drog w grafie tworza tablice D.

1 2 3 4 5
1j1o 1 3 1 4
2 IS o 3 2 5
3 I 10 11 0 4 7 tablica D
4 i6 7 2 0 3
|

Przyktadowo D[3][5] = 7 — dlugos$¢ najkrotszej drogi z v do vs .
Algorytm otrzymamy, gdy znajdziemy sposob obliczania warto$ci w
tablicy D na podstawie wartosci w tablicy W.

W tym celu tworzymy sekwencje n+1 tablic D), gdzie 0 < k < n oraz

D™[i][j] = dtugos¢ najkrotszej drogi z v; do Vj , zawierajacej jako
wierzcholki posrednie tylko wierzchotki nalezace do zbioru
{Vl s Vo .00y Vi }

Przyktadowe obliczenia wartos$ci w tablicy D:
D[2][5] = dtugosé[v, , vs] = oo

DV[21[5] = minimum(diugosc[vs , vs), dugosé[v, , vy , vs])
= minimum(o, 14) = 14

D@[2]1(5] = DY[2][5] =14 {Najkrotsza droga z v, nie moze
przechodzi¢ przez v,}

D®[2][5] =D?[2][5] =14 {Dla tego grafu sa réwne, bo
uwzglednienie wierzchotka v; nie
daje nowej drogi z v, do vs ktora nie
przechodzi przez v,}



DYW[2][5] = minimum(dtugosc[v,,vi,vs], diugosc[vi,va,vs],
d{ugO*S:é [VZsVl 9V49V5] ,d{MgOéé [VZ »,V3 9V43V5])
= minimum(14,5,13,10) =5

D®[2][5]1=DY[2][5]=5 {Dla tego grafu sa rowne, bo najkrotsza
droga konczaca si¢ w vs nie moze
przechodzi¢ przez vs}

Wartos¢ DP[2][5] jest dlugoscia najkrotszej drogi z v, do vs, ktora
moze przechodzi¢ przez dowolny inny wierzchotek.

D™[4][/] jest dlugoscia najkrotszej drogi z v; do Vj , ktora moze
przechodzi¢ przez dowolne wierzcholki, wigc jest dlugoscia
najkrotszej drogi z v; do v; .

DO[][] jest dtugoscia najkrotszej drogi, ktora nie moze przechodzié
przez inne wierzchotki, jest waga przypisana do krawedzi od v; do vj .

DP=w oraz D™”=D
Etapy w algorytmie ,,dynamicznym” (otrzymywanie D" na
podstawie D) :

Etap1. Okreslamy wlasciwos¢ rekurencyjna, dzigki ktorej mozemy
obliczy¢ D™ na podstawie D*V.

Etap2. Realizujemy problem w porzadku wstepujacym poprzez
powtarzanie procesu z etapul dlak=1,...,n.

p©® p® p@ . p®

T )
W D



Etap1 wykonujemy, rozpatrujac dwa przypadki:

Przypadek 1.

Przynajmniej jedna najkrotsza droga z v; do v; , zawierajaca jako
wierzchotki posrednie tylko wierzchotki ze zbioru { vy, vy ,..., v },
nie zawiera wierzchotka vy .

D] = DY)
np. DP[][31=DP[11[31=3 {vi, Vs, Vs }

Przypadek 2.

Wszystkie najkrotsze drogi z v; do v, zawierajace jako wierzchotki
posrednie tylko wierzcholki ze zbioru {v,, v, ,..., v}, zawieraja
wierzchotek vy .

Dowolna najkrotsza droga ma postac:

Najkrotsza droga z v; do v,, zawierajaca tylko
wierzchotki ze zbioru {vy, va, ..., vi}

__.-i"a"‘-.__
~— =
O OO,
- /\ _;
Y e
Najkrotsza droga Najkrétsza droga

z v;do v, , zawierajaca z v, do v, zawierajgca
tylko wierzchotki ze tylko wierzchotki ze
zbioru {v;, vs, ..., Vi) zbioru {vy, v5, ..., Vi}

Vi nie moze by¢ wierzchotkiem posrednim na poddrodze z v; do v,
wiec taka poddroga zawiera tylko wierzchotki ze zbioru {v,, v, ,...,

Vk-1 } .
Zatem: DXL = D™k + D VLA

Przykladowo  D@[5][3] =7=4+3=D"[5][2] + DV[2][3]



Przypadek 1 lub 2 musi zaj$¢ wiec:

DY = minimum(D™[i][7], D*[il[k] + D*V[KI[])

T T
Przypadekl Przypadek?

W celu wykonania etapu2 wykorzystujemy wtasciwos¢ rekurencyjna
z etapul.

Przykladowo (pamlqtajqc 7e DY =W):
DWY21[4] = minimum(D[2][4], DV[2][1] + DY[1][4])
= minimum(2,9+1) =2

DWV[51[2] = minimum®D[5]1[2], DV[51[1] + DO[1][2])
= minimum(o,3+1) =4

DW[51[4] = minimum®D[5][4], DV[5][1] + DO[1][4])
= minimum(c,3+1) =4

Po wyliczeniu catej tablicy D" obliczamy tablice D).
DP[5][4] = minimum(DV[5][4], DV[5][2] + DV[2][4])
= minimum(4,4+2) =4

Po obliczeniu wszystkich wyrazéw w tablicy D® obliczamy
tablice D®.
Koncowa tablica D, zawiera dtugosci najkrotszych drog.




Algorytm Floyda okreSlania najkrotszej drogi.
Dane. Ilos¢ wierzchotkow n, tablica W reprezentujaca graf.

Wynik. Tablica D zawierajaca dtugosci najkrotszych drog.

void floyd (int n, const number W[][]1, number D[][D
{

index 1,]j,k;

D = W;

for (k=1; k <= n; k++)

for (1=1; 1 <= n; 1++)
for (J=1; J <= n; j++)

) DLil0] = minimum(DLi]031, DLillk]+DLKILI1D

Obliczenia wykonujemy z jedna tablica D, bo wartosci w k-tym
wierszu oraz w k-tej kolumnie nie sa wymieniane w czasie k-tego
przebiegu petli.

W k-tym przebiegu mamy:
D[i][k]=minimum(DI[i][k], D[i][k] + D[k][k])= DI[i][k]
oraz

D[k][/J=minimum(D[k][/], D[£][k] + D[k][j1)= DIX][/]

Zlozono$é czasowa algorytmu: T(n)=nxnxn=n € O(n’)

Algorytm Floyda okreslania najkrotszej drogi 2
(bardziej wydajny pod wzgledem zaj¢tosci pamigci)

Dane. Ilos¢ wierzchotkow n, tablica W reprezentujaca graf.

Wiynik. Tablica D zawierajaca dtugosci najkrotszych drog.
Tablica P:

- najwyzszy indeks wierzchotka posredniego w najkrotszej drodze
P(i,j)= 1 odv;do vj , jezeli istnieje co najmniej 1 wierzchotek posredni
-0, jezeli nie istnieje zaden wierzchotek posredni



void floyd2 (int n,
const number W[][]1,
number D[]I[]1,
index P[1ILD

{
index 1,j},k;
for (I1=1; 1 <= nj; i++)
for (j 1; J <= n; j++)
PLil1D] = O;
D = W;

for (k=1; k <= n; k++)
for (1=1; 1 <= n; 1++)
for (J=1; J <= n; j++)
it (D[l][k]+D[k][J] < DL1DOD {

D101 = D[l][k]+D[k][J]

+

+

Tablica P dla przyktadu:
1 2 3 4 5
110 0 4 0 4
|
215 0 0 0 4
|
315 5 0 0 4 tablica P
|
415 5 0 0 O
|
50 1 4 1 0

Algorytm wyswietlania najkrotszej drogi
Problem: wyswietlanie wierzchotkéw posrednich w najkrotsze;j
drodze od jednego wierzchotka do innego w grafie wazonym.

Dane: tablica P, dwa indeksy (q, r) wierzchotkow w grafie



Wiynik: wierzchotki posrednie w najkrotszej drodze z vy do v,

void path(index q, r)

{
if (PLa]lr] '=0 {
path(q, PLallrD);
cout << v’ << P[q]l[r];

path(PLqlLr]. r);




