Wyktad VII Przejscia fazowe 1

Kondensacja Bose-Einsteina
i przejsScie lambda

Wyktad ten poswigcony jest zjawisku kondensacji Bose-Einsteina w gazie bozonéw, ktore ma
charakter przejscia fazowego zwanego przejsciem lambda. Pochodzenie nazwy wyjasni sie pod
koniec wyktadu.

Idealny gaz bozonéw

e Analize kondensacji Bose-Einsteina odgraniczymy do przypadku gazu idealnego, kiedy moz-
na zaniedba¢ oddziatywania miedzyczastkowe.

e Kondensacja Bose-Einsteina wystepuje w gazie bozondéw, czyli czastek obdarzonych spi-
nem catkowitym (0, A, 2k, ...), niepodlegajacych zakazowi Pauliego. W tym samym stanie
kwantowym moze wiec wystepowac nieograniczona liczba bozonéw, co jest wtadnie przeja-
wem statystyki Bose-Einsteina.

e Punktem wyjscia do naszych rozwazan bedg formuty na liczbe czastek i ich energie wyrazone
przez rownowagowa funkcje rozktadu bozonéw

f(p) = eﬁ(ep,g%)_la (1)

gdzie p jest pedem, a €, = % energia bozonu, zas m jego masa; g jest liczba wewnetrznych
stopni swobody bozonu (najczesciej liczba standéw spinowych); f = k]%T? przy czym T’ jest
temperaturg gazu; i jest potencjatem chemicznym - wielkoscig pozwalajaca okresli¢ Srednig
liczbe czastek gazu, ktora dana jest formuta

d3r d®p d3p 1
N :/ = V/ . 2
(N) (%h)?)f(p) IV | Grhp e — 1 (2)
e Energa gazu bozonéw dana jest wzorem
d®r d3 d®p €p
U= [ Garp ol ®) =9V [ o )

e Funkcje podcatkowe w wyrazeniach (2) i (3) zaleza od dtugosci pedu p = |p|, lecz nie od
jego orientacji. Sugeruje to zastosowanie zmiennych sferycznych. Po wykonaniu trywialnych
catek po kacie brylowym znajdujemy

gV e dpp?

(V) = 27r2h3/0 —Tefep — 1 (4)
4 /°° dpp’

U = Am2h3m Jo  zlePer — 17 (5)

gdzie zamiast potencjatu chemicznego i wystepuje ,aktywnodé” z = e,

e Zastapiwszy ped bezwymiarowa zmienng

b
—_— 6
* 2mkpT’ (6)
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formuly (4, 5) zapiszmy w postaci

_(N)  V2g(mkpT)*? /oo dx 22 ™
p = Vo m2h3 0 zlew® — 1’
U \/_g(kaT 3/2 daca:
e = o= kT / 8)

gdzie wprowadziliSmy gestos¢ energii i gestosé¢ czastek zamiast U i <N )

Granica klasyczna

e Omoéwienie wyrazen (7, 8) zaczniemy od znalezienia ich postaci w granicy klasycznej. Prze-
konamy sie, ze odtwarzamy woéwczas znane formuty dla idealnego gazu klasycznego.

e Efekty kwantowe mozna pomingcé, jesli typowa diugosc fali de Broglie’a czagstek gazu jest
duzo mniejsza od $redniej odlegto$ci miedzy czastkami, ktora w przyblizeniu wynosi wynosi
p~ Y3 gdzie p jest gestodcia gazu. Nalezy pamietaé, ze p~' jest objetodcia przypadaja-
ca na jedna czastke. Dhugos$¢ fali de Broglie’a Ap czastki gazu ocenimy nastepujaco. Jak
wiemy, Srednia kinetyczna energia czastki wyraza sie przez temperature jako E = %kBT.
Jesli érednia energie zapisa¢ wzorem E = %, w ktorym p jest $rednim pedem a m masg
czastki, to mamy p = v/3mkgT. Poniewaz Ap jest ilorazem statej Plancka h i pedu, wiec

znajdujemy typowsa dlugos¢ fali de Broglie’a czastki gazu jako \p = \/% A zatem

gaz moze by¢ traktowany jako klasyczny, jesli

Ar2H2 N\ 3/2
1.
p <3kaT> < 9)

Gaz wiec zachowuje sie jak klasyczny, gdy jest odpowiednio rozrzedzony i/lub goracy.

e Obliczmy teraz catki w wyrazeniach (7, 8), zaktadajac, ze 2~! > 1. Wtedy w mianownikach
funkcji podcatkowych mozemy poming¢ —1 i otrzymujemy
\/5 (kaT)3/2

£ = 73 k;BTz/ do e, (10)

kpT)*? 2
V2g(mks /d;z:xex. (11)

p= m2h3
Wykonawszy catki typu gaussowskiego z pomoca wzorow

/ dr e = ﬁ, / dpate™ = 22 (12)
0 4 0 8

dostajemy

kaT 3/2
p = 9<2th) 2, (13)

3 mk:BT 3/2
e = 2g( 27Th2> 2 kgT. (14)
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e Réwnanie (13) pozwala stwierdzi¢, ze warunek 2! > 1 jest réwnowazny warunkowi kla-
sycznosci gazu (9). A zatem trudno sie dziwié, ze wyznaczajac aktywnosé z réwnania (13)
i podstawiajac do (14), znajdujemy klasyczne wyrazenie na gestosé energii

3
=5 pksT. (15)

Kondensacja Bose-Einsteina

e Rozpatrzmy wyrazenie na gesto$é¢ bozonow

_ 16

g/ (27h)3 ePler— “)—1 (16)
Poniewaz gestos¢ czastek jest wielko$cia nieujemna, wiec mianownik funkcji podcatkowe]
musi tez by¢ nieujemny. Oznacza, ze potencjal chemiczny p jest w przypadku bozonéw nie-
dodatni, p < 0. Zauwazmy tez, ze gesto$¢ czastek rosnie, gdy potencjat chemiczny zmierza
ku zeru. A zatem maksymalna gesto$¢ zgodnie z formuta (16) wynosi

2

, :g/ d*p 1 g /°° dpp (17)
‘ (2mh)3 ePer — 1 2m2R3 Jo o ’

e2mkpT _ ]

gdzie zastosowaliSmy zmienne sferyczne i wykonaliémy trywialng catke po kacie brytowym.

e Wprowadziwszy bezwymiarows zmienna

T = — (18)

i skorzystawszy ze wzoru

[7 A VT () (19

e —1 4
w ktorym ((z) jest funkcja zeta Riemanna, przy czym ((3/2) ~ 2.612, znajdujemy
mk‘BT 3/2
= 2). 2
pe=9(52r ) C3/2) (20)

e Czyzby gestos¢ bozondw nie mogta by¢ wieksza niz p.? Owszem moze, lecz jak to pogodzié
z formuta (20)?

e Aby wyjasni¢ przyczyne wystapienia jakoby maksymalnej gesto$ci bozondow, trzeba by sie
cofnaé¢ do wyprowadzenia wzoréw (2) i (3). Okazuje sie, ze wtedy, gdy u — 0, trzeba
uwzgledni¢ dodatkowo czastki o zerowym pedzie, ktore nie wnosza wktadu do energii ukta-
du, bo nie niosa energii kinetycznej.

e Gdy w uktadzie bozonéw skonczony ich utamek ma zerowy ped, méwimy, ze nastapita
kondensacja Bose-Einsteina, a zbioér czastek o zerowym pedzie nazywa sie kondensatem Bose-

Einsteina.

e Kondensacja wystepuje, gdy przy ustalonej temperaturze zwiekszymy gestosé¢ ponad war-
tosé¢ krytyczna (20). Podobnie bedzie, jesli przy ustalonej gestosci obnizymy temperature
ponizej wartodci krytycznej

27 h?

c =

~ mkp <9C(§/2)>2/3' .

Gdy pojawia si¢ w uktadzie kondensat, = 0 lub, co réwnowazne, z = 1.
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Rysunek 1: Wzgledna liczba czastek w kondensacie jako funkcja gestosci i temperatury.

e Jesli gestosé bozondéw przekracza wartosé krytyczna (20), nadwyzka wystepuje jako kon-
densat - zbidér czastek o zerowym pedzie. Ich wzgledna liczba wynosi

(No) { 0, gdy p<pe )

(N) | 1—2 gdy p>p.

e Zastapiwszy p. formuta (20) i wyliczywszy p z réwnania (21), wielko$¢ kondensatu (22)
wyraza sie nastepujaco

<NO> 0, gdy T > Tc, ( )
_ 23
(N) 1 (2" sy T<T.

T.

Zaleznosci (22, 23) ilustruje Rys. 1. Jak widzimy, wszystkie czastki gazu naleza do konden-
satu, gdy temperatura jest zerowa lub gestos$¢ nieskoriczona. Do obu tych reziméw mozemy
zbliza¢ sie jedynie asymptotycznie.

e Zauwazmy, ze zjawisko kondensacji Bose-Einsteina nie wystepuje, jesli uktad jest nie trojwy-
miarowy, lecz ma tylko dwa lub jeden wymiar przestrzenny. Wowezas czynnik p? w liczniku
funkcji podcatkowej w réwnaniu (17) nalezy zastapi¢, odpowiednio, przez p lub 1, caltka
jest rozbiezna przy p — 0 i czastki gazu o dowolnie wysokiej gesto$ci maja cieplny rozktad
pedu. Kondensat wiec nie powstaje.

e Obliczmy gestos¢ energii gazu bozonéw, gdy T° < T,, pamigtajac, ze czastki z kondensatu
majace zerowe pedy nie wnoszg wktadu do energii uktadu. Poniewaz potencjal chemiczny
znika, mamy

g < dpp? g(2mkpT)°/? o dwz?
€= g/ / 5 = / 5 . (29)
27rh eﬁfp —1  4mBm Jo eTHET _ Am2hd3m Jo e —1

Skorzystawszy ze wzoru

< drzt 37
| = e, (25)

w ktérym ((5/2) ~ 1.342, gestos$¢ energii znajdujemy jako

3 <kaT

3/2
= kT h2> ¢(5/2). (26)
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Rysunek 2: Pojemnos¢ cieplna cieplna gazu bozonéw jako funkcja temperatury

e Pojemno$c¢ cieplna dla T < T, wynosi

8U> 15 (kaT

ov={r), = 1% e

3/2
)= ) crav 7)

i zgodnie z trzecig zasada termodynamiki znika, gdy 7" — 0.

e Wyliczenie pojemnosci cieplnej dla 7" > T, nastrecza pewne trudnosci, gdyz nie mozna
wyrazi¢ catek ze wzoréw (7, 8) poprzez funkcje elementarne. Trzeba wiec stosowaé metody
przyblizone, badz przeprowadzi¢ rachunki numeryczne.

e Rys. 2 pokazuje zalezno$¢ Cy od T w pelnym zakresie temperatur. Pojemnosé cieplna
idealnego gazu bozondéw, oznaczona linig czarna, jest ciagta, lecz przy przy T, nie jest funkcja
gtadka. Gdy T' > T, pojemnos¢ cieplna jest rowna w przyblizeniu wartosci odpowiadajace;j
klasycznemu gazowi idealnemu tj. Cy = %N kp.

e W 1995 roku Eric Cornell i Carl Wieman uwiezili w putapce magnetycznej gaz atomow
rubidu, w ktérym po obnizeniu temperatury do 1.7 - 10~ K zaobserwowali pojawienie sie
kondensatu Bose-Einsteina, mierzac rozktad predkoséci atoméw. W samym czasie Wolfgang
Ketterle wykonal podobny eksperyment z atomami sodu. W obu przypadkach gaz byt bar-
dzo rozrzedzony, wiec nie ma watpliwosci, ze powstanie kondensatu byto efektem statystyki
Bose-Einsteina, tak jak w oméwionym tutaj idealnym gazie bozonéw. Za wspomniane do-
konania Cornell, Wieman i Ketterle otrzymali w 2001 roku Nagrode Nobla.

e Jako przyktad uktadu bozonéw, w ktérym nastepuje kondensacja Bose-Einsteina, trakto-
wano przez dlugie lata ciekly hel *He, ujawniajacy nadciekiosé w temperaturze ponizej
T. = 2.18 K. Wystepuja wtedy w ukladzie dwie fazy: normalna i nadciekta. Ta druga
identyfikowana jest wlasnie z kondensatem Bose-Einsteina. Jednak rozpatrywany powyzej
idealny gaz bozonow jest niezbyt dobrym modelem ciektego helu, bowiem oddzialywania,
tak jak to sie dzieje w cieczach, ogrywaja znaczaca role i trudno je catkiem zignorowac.

e Przejscie fazowe ciektego helu przy T, = 2.18 K nazywane jest przejéciem A ze wzgledu
na charakterystyczne zachowanie pojemnosci cieplnej, ktérej wykres pokazany na Rys. 2
czerwong linig przypomina greckg litere A. Cieplo to wykazuje rozbieznosé¢ przy T = T..



