Wyktad V Mechanika statystyczna 1

Klasyczna mechanika statystyczna Gibbsa III

Wypracowane dotychczas metody mechaniki statystycznej Gibbsa postuzyly nam jedynie
do opisu gazu idealnego, co trudno uznac¢ za oszatamiajacy sukces. Gdyby na tym mialo sie
zakonczy¢, mechanika Gibbsa niewiele bytaby warta. Jednak jej metody mozna zastosowac,
cho¢ nie bez trudnosci, do gazéw rzeczywistych, w ktérych wystepuje oddzialtywanie miedzy
czasteczkami gazu. Zmierzymy sie z tym problemem, sprowadzajacym sie do wyliczenia sumy
statystycznej, bowiem zastosujemy tutaj zespdt kanoniczny. Ponadto rozwazymy prosty model
krysztatu i policzymy jego pojemnos¢ cieplna.

Gaz rzeczywisty

e Funkcja Hamiltona gazu tworzonego przez N jednakowych czasteczek o masie m ma postac

H(r,p) = Z P; + Z v (r ), (1)

1= 1 i,j=1
1<J
gdzie drugi czton reprezentuje energie potencjalng spowodowana oddziatywaniami miedzy
czasteczkami gazu. Aby energie oddziatywania kazdej pary czagstek uwzglednia¢ tylko raz,
a nie dwa razy biorac v;;(r; — r;) oraz v;;(r; — r;), wprowadzono dodatkowy warunek ¢ < j
przy sumowaniu po indeksach 1, j.

e Podstawiajac funkcje Hamiltona (1) do wzoru na sume statystyczna, znajdujemy

1 aw, d*Np [ H(r,p)} <kaT)
Qn(T.V) = N!/ o N X keT |~ NI\ 2772

gdzie catke po pedach wykonano tak samo jak w przypadku gazu doskonatego, za$ wielkos¢
Zn zwana catkg konfiguracyjng wynosi

Zy, (2)

In = /d3r1d37’2 ... dPryexp {— (3)
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gdzie § = ks% Widzimy, ze cata trudno$é¢ zwiazana z uwzglednieniem oddziatywan mie-
dzyczastkowych polega na obliczeniu catki konfiguracyjne;j.

e Wprowadzmy oznaczenie
eI = 1t fi(ni— ), @

dzieki ktéremu mozemy napisac

exp [— 6] iV: v (r; — ] ﬂ (1 + fij(r; J)> (5)

ilj:.l 7,7:1
1<) 1<

.

e Przyjmujemy teraz kluczowe zalozenie fizyczne, ze $rednia energia potencjalna czgsteczki
gazu jest duzo mniejsza od energii kinetycznej, czyli

kT > (vij). (6)

Innymi stowy zaktadamy, ze oddziatywanie ma tylko nieznaczny wptyw na zachowanie gazu,
ktory bedzie mocno przypominaé gaz idealny.
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e Jesli spetniony jest warunek (6), argument eksponenty w definicji (4) jest po us$rednieniu
malg liczba, a co za tym idzie malg liczbg jest fi;. Z tego powodu w iloczynie (5) uwzgled-
nimy tylko cztony liniowe w f;;, co daje

N N
exp[—ﬁsz-j(ri—rjﬂ =1+ fi(r; —ry). (7)
zi]<:jl 111]<:j1
e Podstawiajac wyrazenie (7) do definicji catki konfiguracyjnej (3), znajdujemy
N
ZN = /d37’1d37’2 Ce d3TN(1 -+ Z fij(ri )) VN+VN 2 Z /d?’nd?’rjf”( j)' (8)
ij=1 ij=1

1<J 1<J

FLatwo policzyé, ze ostatnia suma w wyrazeniu (8) daje W takich samych wyrazow,

czyli
N(N -1
ZN = VN + (2)VN_2 / d3r1d37’2f12(r1 — I'Q). (9)
e Aby obliczy¢ ostatnig caltke, wprowadzamy zmienne srodka masy pary czasteczek 11 2

RErI;r2, r=r;—rp (10)

1 otrzymujemy

N2

ZN = VN + 7VN_1 /d?’?“ f(I'), (11)

gdzie wykonali$my calkowanie po R, ktore daje V, zastapilismy N(N — 1) przez N? bo
N > 1 oraz usuneliémy jako zbedne indeksy 12 przy f.

e Podstawiwszy wyrazenie (11) do wzoru (2), suma statystyczna przybiera postaé

N V) = Q) (145 [ sm), (12)
gdzie Q% (T, V) jest suma statystyczng gazu idealnego réwna
VN rmkpT\ %
T, 1
QN(T.V) = NI ( 2mh? ) (13)

e Przyjmujemy, ze potencjal miedzyczasteczkowy nie zalezy od orientacji wektora r taczacego
srodki molekut, lecz tylko od odlegtosci miedzy nimi r = |r|. Wowezas, wyrazajac f zgodnie
z definicja (4), mamy

/d3rf —47r/ drr Bu(r) 1). (14)

e Rysunek 1 pokazuje typowy przebieg potencjaltu miedzyczasteczkowego: dla matych odlegto-
Sci jest silnie odpychajacy, zas dla wiekszych przyciggajacy. Przyjmiemy dla uproszczenia,
ze fo(r) > 1, gdy r < r.oraz |fou(r)| < 1 dlar > r.. Wowczas

-1 d r<Tre
e P 1 x By (15)
—Bo(r) gdy r>r.
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v(r)

Rysunek 1: Typowa postaé¢ potencjalu miedzyczasteczkowego.

Przy zastosowaniu przyblizenia (15), catka (14) wynosi

47

/d37“ f(r)= 3 3 + 47 Ba, (16)

gdzie (dodatni) parametr « réwny jest
a E/ dr r*|v(r)]. (17)

e Podstawiwszy wynik (16) do wyrazenia (12), znajdujemy ostateczna postaé¢ sumy staty-
stycznej

N? 2 2na
— o _ c
Qn(T, V) = Q%(T,V) {1 I kBT)

ktora poza N, V i T zalezy od dwoch parametrow dynamicznych: 7., ktéry mozna identy-
fikowaé z promieniem czasteczki, i «, charakteryzujacy wielkos¢ przyciagania miedzy cza-
steczkami. Zwro¢my tez uwage, ze zgodnie z logika catego wyprowadzenia, drugi czton w na-
wiasie kwadratowym, bedacy poprawka pochodzaca od oddziatywania, jest duzo mniejszy
od jednosci.

, (18)

e Energia swobodna réowna jest

F(T,V)=—kgTInQn(T,V) = FO(T,V) + =< — 2T —— (19)

gdzie FO(T, V) jest energia swobodna gazu doskonalego. Aby otrzymaé finalne wyrazenie
na energie swobodna (19), skorzystaliSmy z przyblizenia In(1 + z) ~ z, poprawnego, gdy
lz| < 1.

e Energiec wewnetrzng gazu znajdujemy jako

oF 3 N?
U—F—T() = —NkpT — 2ra—. 20
or)y ~ 20 Ty (20)
Widzimy, ze oddzialywanie odpychajace nie ma wptywu na energie wewnetrzng gazu, na-
tomiast oddzialywanie przyciggajace spowodowato jej zmniejszenie w poroéwnaniu z gazem
idealnym.
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Cisnienie gazu obliczamy nastepujaco

oF NkgT  2mr3 kgTN? N?
p:_(>: B e BB ora. (21)
oV )r V 3 V2 V2
Zgodnie z fizyczng intuicja, oddzialywanie odpychajace zwieksza cisnienie, natomiast przy-
ciggajace zmniejsza w poréwnaniu z gazem idealnym.

Jest rzecza ciekawa poréwnaé uzyskany wynik (21) z ciSnieniem wynikajacym z ustano-
wionego w drodze licznych eksperymentéw réwnania stanu van der Waalsa!, ktére zwykle

zapisuje sie w postaci
2

v
gdzie parametry a i b charakteryzuja okreslony gaz. Jesli cztony z a i b uznaé jedynie za
mate poprawki, to cisnienie gazu van der Waalsa mozna wyrazi¢ jako

@+a )W—Nm_N@ﬂ (22)

_ NksT N> kTN’

Poréwnujac wyrazenia (21) i (23) otrzymujemy relacje
2
a=2ra, b= g s (24)

W ten sposéb zrealizowaliSmy program mechaniki statystycznej - fenomenologiczne para-
metry a i b wyraziliSmy przez wielkosci mikroskopowe v i ..

Mozna sie domysli¢, ze przedstawiong metode obliczenia sumy statystycznej mozna syste-
matycznie poprawiaé, biorac pod uwage w réwnaniu (7) nie tylko wyrazy liniowe w f, ale
kolejno wyrazy kwadratowe, kubiczne itd. Metode te nazywa sie rozwinieciem klastrowym,
gronowym czy grupowym (w jezyku polskim nie utrwalilo sie, niestety, jedno tlumaczenie
angielskiego terminu cluster expansion). Woéwczas w wyrazeniach na energie wewnetrzna
i ciSnienie gazu pojawia si¢ trzecia, czwarta i wyzsze potegi gestosci %, ktora jest matym
parametrem rozwiniecia.

Prosty model krysztalu

Przyjmiemy, ze krysztat to uktad N niezaleznych od siebie oscylatoréw harmonicznych,
ktorych hamiltonian dany jest formuta

2

Hrp) = 3 (1 + 3 lai—1)?), (25)

= 2m = 2

w ktorej x jest modultem sprezystosci, a a; potozeniem réwnowagi 1—tego oscylatora.

Suma statystyczna wynosi
3N
2

mkgT
- ( 27?22 ) N (26)

_ & p H(r.p)
On(TV) = [ % oy e[ - S

1Johannes Diderik van der Waals (1837 - 1923) - fizyk holenderski, laureat nagrody Nobla w dziedzinie fizyki w roku 1910 za
badania réwnania stanu gazéw i cieczy rzeczywistych.
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gdzie nie uwzgledniliémy czynnika 1/N!, gdyz oscylatory traktujemy jako rozréznialne z po-
wodu réznych potozen réwnowagi. Catki po pedach wykonalismy tak jak w przypadku gazu
idealnego, a catka konfiguracyjna tym razem réwna jest

Zn = H/dgﬁ exp ( 52X( - I'i)2>- (27)
Wprowadziwszy zmienne q; = r; — a; i stosujac wspodtrzedne kartezjanskie znajdujemy

[ (-5 (0

Suma statystyczna wynosi wigc

ot = (R (BT (BEEY

e Energie krysztatu obliczamy jako

U= —jﬁanN(T V) =3NkgT, (30)
co daje pojemnos¢ cieplng
ou
Cy = <8T) — 3Nkp. (31)

Widzimy, ze pojemnos¢ cieplna jednego mola substancji w postaci krysztatu jest dwa razy
wieksza niz pojemnos¢ cieplna jednego mola gazu.



