Wyklad VI Podstawy fizyki kwantowe]j

Rozklad wektora stanu na stany bazy

Rozklad wektora w bazie

Mamy wektor y i zbior wektoréw bazy {p,,0,,¢,,...;. Wektor v mozna zapisaé
jako kombinacje liniowa wektorow bazy tzn.

w(r)=2 o (r),

gdzie ¢, sa wspolczynnikami liczbowymi. Je§li wektory nalezace do bazy
numerowane sg ciggtym indeksem « to Ssume zastepujemy catka

p(r) = [dac(@)p,(r).

Baza ortonormalna

Dyskretng baze {p,,¢,,¢,,...} nazywamy ortonormalng, jesli
SO i=]
L) =50 = .
(@.0) {0 % |
Ciagla baze {p,} nazywamy ortonormalng jesli (¢,,0,)=d(ax—-a')

Dygresja matematyczna - funkcja delta Diraca

Funkcje delta Diraca definiujg dwie réwnosci
[das(@)=1
j dad(a) f(a) = (0),

gdzie f(«) jest dowolng funkcja, a obszar catkowania obejmuje r=0.

Rozklad wektora w bazie ortonormalne;j

Gdy baza {p,,¢,.,,...} jest ortonromalna, wspotczynniki c; rozktadu y = c¢,
znajdujemy obliczajac (¢;,y) =D c/(@;.¢) =D ¢ 6" =,

Konsekwencje warunku unormowania

Jesli wektor y = cp, jest unormowany, a baza {p,,¢,,,....} ortonormalna, to

1= () (z . ,zc,-(/)j}zc:zcjwj) -S> et =y

c; |2 - ma interpretacje prawdopodobienstwa, ze czgstka opisywana funkcja

falowa w znajduje si¢ w stanie odpowiadajacym funkcji ¢, .
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Rozklad funkcii falowej na fale plaskie i transformacja Fouriera

Niech funkcje ¢, (r) beda falami ptaskimi ¢, (r), wtedy
iPr
v0)=[0"p cP)g, ()= [dpe " clp)
Gdy wprowadzimy nowg zmienng - wektor falowy k =p/#, otrzymujemy
3
w(r) =% [d°k e*e(nk) .

3
Definiujac nowa funkcje (k) = (ng) c(nk) , rozktad funkcji w(r) na funkcje

wlasne operatora pedu przybiera postaé (odwrotnej) transformacji Fouriera:

|kr (k) )

(2)

Dygresja matematyczna - transformacja Fouriera

—ikr

Transformacja Fouriera y/(r) zdefiniowana jest jako: (k) :.[d3r e y(r).

Ikr’l/;(k)

Transformacja odwrotna ma postac:

(2)

Zaktadamy tutaj, ze odpowiednie catki istniej3.

Jesli funkcja w/(r) jest unormowana, tzn. Id r|y/(r)|

(2)

Funkcja (k) jest okreslana jako funkcja falowa w przestrzeni wektorow

3| (k)| ma interpretacj¢ prawdopodobienstwa, ze czastce

falowych, a (2 )
opisywanej funkcja falowg y(r) odpowiada wektor falowy z zakresu (k,k +dk) .

Jesli wprowadzimy funkcje o(p)=w(p/h) , to jest ona funkcjg falowg

d 3
(2 h)3
opisywana funkcja falowa w(r) ma ped z zakresu (p,p+dp) .

w_przestrzeni pedow, a |¢>(p)| jest prawdopodobienstwem, ze czgstka
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Pomiar w mechanice kwantowej
(interpretacja kopenhaska)

e Wynikiem pomiaru obserwabli (wielko$ci obserwowalnej), ktorej
odpowiada operator A, moze by¢ tylko warto$¢ wiasna operatora A.

e Jesli stan yw, na ktorym dokonujemy pomiaru, jest stanem wlasnym
operatora A z wartoscia wlasna a (Aw=ay), to jedynym mozliwym
wynikiem pomiaru jest warto$¢ wlasna a.

e Jesli stan y, na ktérym dokonujemy pomiaru, nie jest stanem wilasnym
operatora A, to okre$lenie wyniku pomiaru wymaga roztozenia stanu y ha
wektory bazy {p.¢,.0,...}, bedace stanami wilasnymi operatora A
(A¢i :aiqoi). Poniewaz obserwablom odpowiadaja operatory hermitowskie,
mozna przyjaé, ze baza {p,¢,,0,,...} jest ortonormalna, a rozklad stanu y

w bazie {g,.¢,.¢,..; ma posta¢ y=>ce, gdzie c =(p,y) oOraz
Z|ci|2 =1. Dokonujac pomiaru na stanie y obserwabli, ktorej odpowiada
operator A, otrzymujemy wynik a z prawdopodobiefistwem [c,

|2

e Srednim wynikiem wielu pomiaréw przeprowadzonych na tym samym
stanie w  jest S$rednia warto$¢ operatora A W stanie y czyli

<A>W =(y, AW) = Zai |Ci|2

Komutujace i niekomutujace obserwable

Je$li mamy do czynienia z dwoma obserwablami, powiedzmy A i B, nalezy
rozroznia¢ sytuacje, gdy operatory wzajemnie komutuje i kiedy nie komutuja.

Dygresja matematyczna — komutujace i niekomutujace operatory
Moéwimy, ze operatory AiB komutuja, jesli dla dowolnego wektora y nalezacego
do przestrzeni, w ktorej operatory dziataja, zachodzi

ABy =BAy .
Komutatorem operatoréw A i B nazywamy operator [A, B]= AB—BA. Gdy
operatory komutujg ich komutator znika.

Przyklad 1
A2 2
Operatory pedu p=—i%V i energii kinetycznej T = 5— =5 wzajemnie komutuja, gdyz
m m

pochodne obliczamy w dowolnej kolejnosci.
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Przyklad 2
Operatory i-tej sktadowej pedu p; =—i7V,; oraz j-tej sktadowej potozenia f; =r;wzajemnie

komutujg, gdy i# j, natomiast nie komutuja, jesli i = j, co mozna zapisa¢ jako
[p.,F]=—ihs" .
Wynik tatwo sprawdzi¢ obliczajagc komutator X-owej sktadowej pedu i X-owej sktadowej
polozenia
Y - RO B
[, X]= P X—XP, =—ih—X+inx— =—ih.
OX OX

Dygresja matematyczna — wektory wlasne komutujacych operatorow

Komutujace operatory maja wspolny zbior wektorow wlasnych. Zachodzi bowiem
twierdzenie: jesli wektor i jest wektorem wlasnym operatora A (Aw =ay, gdzie
a jest liczbg), to w jest rowniez wektorem wilasnym operatora B, jeshi [A B]=0.
Twierdzenie tatwo udowodni¢ przy dodatkowym upraszczajagcym zalozeniu, ze
w jest jedynym wektorem wlasnym operatora Ao wartosci wlasnej a. Woweczas
mamy
ABy =BAy =Bay =aBy

A zatem wektor éw jest wektorem wlasnym operatora A z wartoscig wlasng
a. Poniewaz zalozyliSmy, ze y jest jedynym wektorem wlasnym operatora A
o warto$ci wlasnej a, to wektor y moze si¢ r6zni¢ od L5>l// jedynie o stala, ktora
oznaczymy jako b. Mamy wiec By =by . Czyli y jest rowniez wektorem wiasnym

operatora Bz wartos$cig wlasng b, co nalezato udowodnic.

e Jesli dokonujemy pomiaru dwoch obserwabli A i B, ktére wzajemnie
komutuja, W stanie , ktéry jest jednocze$nie stanem wltasnym A i B
z warto$ciami wlasnymi a i b, to wynikiem pomiaru bedg wartosci a i b.

e Jesli dokonujemy pomiaru obserwabli A i B, ktére wzajemnie nie
komutujg, stan w, na ktérym wykonujemy pomiar, nie moze by¢
jednocze$nie stanem wlasnym A i B. Jesli ten stan jest stanem wlasnym
obserwabli A z wartoécia wlasng a, to wynik pomiaru obserwabli A bedzie
a. Aby okre$li¢ natomiast wynik pomiaru obserwabli B, trzeba stan v
roztozyé w bazie standw wlasnych operatora B i uzyskamy wtedy cate
widmo mozliwych wynikoéw pomiaru obserwabli B.

e Jesli obserwable nie komutujg, nie mozemy zna¢ doktadnie wynikow ich
pomiardw, co jest trescig zasady nieoznaczonosci.




