Wyklad XIX Mechanika kwantowa

Rozpraszanie w przyblizeniu Borna

Rozktad na fale parcjalne jest efektywna metoda analizy procesow
rozpraszania w obszarze niskich energii, gdy iloczyn wektora falowego
rozproszonej czastki 1 zasi¢gu oddziatywania jest duzo mniejszy od jednosci.
W obszarze wysokich energii zderzenia bardziej uzyteczne jest przyblizenie
Borna, ktérego omdéwienie zaczniemy od wyprowadzenia rownania Lippmanna-
Schwingera.

Réwnanie Lippmanna-Schwingera

Réwnania Schrodingera

(— ’; A +V<r>]¢(r> — Eg(r)

m
zapiszemy jako

(A +k2)pm) =U ) pr),
gdzie k= \/2;:1_E jest wektorem falowym, a U (r) Ei—TV(r).

Otrzymane réwnanie mozna potraktowa¢ jako niejednorodne réwnania

(A + k2)¢(r) = j(r), gdzie ¢@r) jest poszukiwana funkcja, a j(r) funkcja
znang. Latwo sprawdzi¢, ze rozwiazanie takiego r6wnania mozemy zapisac jako

() = g,(r) + [dr' G —r) j(r'),
gdzie ¢,(r) jest ogdlnym rozwiazaniem réwnania jednorodnego
(A + kz)(po(r) =0,
za$ G(r) jest tzw. funkcja Greena spetniajaca réwnanie
(A+£2)Ga)=5%@) .
Roéwnanie Lippmanna-Schwingera otrzymujemy zastgpujac j(r) przez U (r) ¢(r)
() = g,(r) + [d*r' G -rHU () p(r).

Réwnanie Lippmanna-Schwingera jest rdwnaniem catkowym réwnowaznym
r6zniczkowemu rownaniu Schrédingera. Aby réwnanie Lippmanna-Schwingera
stalo si¢ uzyteczne musimy wyznaczy¢ funkcj¢ Greena.
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Funkcja Greena

Funkcje Greena znajdujemy z pomoca transformacji Fouriera. Transfor-
mata Fouriera funkcji f(r) nazywamy funkcj¢

f@=[d're™ f(r).

Transformacja odwrotna ma postac¢

fo)= j e f(p).

Q2z)’
Zakladamy oczywiscie, ze odpowiednie calki istnieja.

Dziatajac operatorem (A + kz) na funkcj¢ Greena w postaci
d3
G — lpr
0=[-—2 oy € O®),

i zauwazajac, ze transformata Fouriera funkcji 67 (r) jest jednos¢, dostajemy
rOwnanie

d3p ipr|, 2 2 1]
Jomreler +incm-il=o.

Poniewaz réwnanie to ma by¢ spelnione dla wszystkich r, otrzymujemy
algebraiczne rownanie na transformat¢ Fouriera funkcji Greena

(=p* +k*)G(p) =1,

ktére natychmiast rozwigzujemy dostajac

1
G(p)=k2 -

Wyrazenie to wymaga dookreslenia dla p*> =k*, co zrobimy pdzniej.
Aby znalez¢ G(r), nalezy wyliczyé catkeg
ipr

(27[) k* —

Rachunek wykonujemy we wspoirzednych sferycznych z osia z wybrana wzdluz
wektora r. Mamy wigc

iprcos@ iprcos@

jd(cosﬁ)jdpp ke pz'

, €

k> — p2 (27:

1 2
G = Qr)’
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Poniewaz

1 ipr —ipr

ipr cos e —€ ; $

jd(cos Q" =———— io0

e ipr )
dostajemy

i 7.dpDp (o i
Gr) = [P (e~ o),
Q) ryp -k
Zauwazajac, 7e S —— o
i — y: ; w P

2 d y d .
J. zppzelpr:_J. 2ppzetpr’
k—p k—p

0

)

co sprawdzamy zamieniajac p — —p, otrzymujemy

Gry=—" pop o T( dppe”

Cryrs =ik T (p=k)(p+k)

Calkg¢ obliczymy jako calkg po konturze zamknigtym w przestrzeni
zespolonego p. Catkowanie od —« do « uzupelniamy catkowaniem po wielkim

)

polokregu pokazanym na rysunku. Ze wzgledu na obecnos$¢ czynnika e ",
w ktorym r > 0, catka po tym potokregu znika.

Funkcja podcatkowa ma dwa bieguny w p ==k, ktére wypadaja na drodze
catkowania. Catka wigc nie jest dobrze okreslona. Dookreslenie polega na
podaniu sposobu omijania biegunéw. Mamy cztery mozliwosci:

1) droga catkowania przebiega nad biegunami p=+k;
2) droga catkowania przebiega nad biegunem p=—k i pod biegunem p=k;
3) droga catkowania przebiega pod biegunem p=-k inad biegunem p=k;
4) droga catkowania przebiega pod biegunami p =+k .

Tym czterem sposobom omijania biegunéw odpowiadaja cztery r6zne wyniki
catkowania

0 dla C,.
—ikr
_¢ dla C,,
‘ J o Ay
i e .
G(r)= > j PP =7 e
Qr)yre(p—k)(p+k) |- dla C,,
drzr
—ikr ikr
_e te da C,.
drcr
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Widzimy, ze przy catkowaniu po konturze C, mamy do czynienia z falg
kulista schodzaca si¢ do punktu r = 0; kontur C; daje fala kulista rozchodzaca
si¢ z punktu r=0; wreszcie wybor konturu C,; prowadzi do zlozenia fal
schodzacej si¢ 1 rozchodzacej. Analiza problemy rozpraszania wymaga
wybrania funkcji Greena w postaci fali rozchodzacej si¢ z punktu r = 0, co daje

e ikr

G == 4rr

Réwnanie Lippmanna-Schwingera otrzymuje wigc postac

ik‘r—r"

P) = 9,()———[d'rE— U ) g
T

e-r]

Jak pamigtamy, w problemie rozpraszania interesujemy si¢ funkcja falowa
na duzych odleglo$ciach od centrum rozpraszania. Przyjmujac, ze potencjat

oddziatywania ma skonczony zasi¢g tzn. U(r)=0, gdy |r| >d, gdzie d jest
zasiggiem oddzialywania. Poszukujemy wigc przyblizonej postaci réwnania
Lippmanna-Schwingera dla |r| >>d .

Poniewaz funkcja podcatkowa jest niezerowa tylko dla |r|'< d , przyblizamy

|r—r'

, zadajac, aby r >>r'. Tak znajdujemy

2 1 1
|r—r’| :\/r2 —2rr'cos@+r"” = r1/1——rcost9 = r(l—icosej =r—r'cosé@,
r r

gdzie 6 jest katem miedzy wektorami r 1 r'. Podstawiajac przyblizone
wyrazenie do réwnanie Lippmanna-Schwingera otrzymujemy

ikr
o) =g, (1) ———[d*r'e " U ) o),
Axr

gdzie 1/r-r| zostalo przyblizone jako 1/r. Poniewaz 6 jest katem miedzy
wektorami r 1 r', iloczyn kr'cos® mozemy zapisaC jako knr' z jednostkowym
wektorem HEE' Definiujac wektor k=kn, okreslajacy kierunek, w ktérym
porusza sig rozproszona czastka, rownanie Lippmanna-Schwingera ma posta¢

m eikr

2h

o(r) = ¢,(r) - [are™va) o),

gdzie wrdciliSmy do potencjatu V(r).
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Przyblizenie Borna

Rozwigzanie réwnania jednorodnego, bedacego swobodnym réwnaniem
Schrodingera wybieramy w postaci fali padajacej (z pomini¢tym czynnikiem
normalizacyjnym) tzn.

ikor

@y (r) =e™",

gdzie wektor falowy k, =(0,0,k), tzn. fala padajaca porusza si¢ wzdtuz osi z

Rozpraszanie ma charakter elastyczny, wigc dlugo$¢ pedu zderzajacych sig
czastek w ich uktadzie srodka masy nie ulega zmianie. Dlatego |k,|=k|=k.

Przyblizenie Borna polega na zastapienia funkcji ¢(r) przez @,(r)= e
pod catka w rOwnaniu Lippmanna-Schwingera. Zaktadamy bowiem, ze funkcja
falowa jest zdominowana przez fal¢ padajaca, a proces rozproszenia wprowadza
jedynie nieznaczne zaburzenie. Tak wigc dostajemy
ikor m . ikrj'd3r'ei(k0—k)r'v(r.)

2xh” r '

p(r) =e

Poréwnujac to wyrazenie z oczekiwang postacig asymptotyczna funkcji falowe;j
w problemie rozpraszania tzn.

p(r) =" + f(8) r

znajdujemy amplitude rozpraszania w przyblizeniu Borna jako

f(0)=-

ik
ez r

m
2h?

J‘d3rei(k0—k)r V(r),

gdzie kat rozproszenia 6 jest katem miedzy wektorami k,i k. Wprowadzmy
wektor q=k,—k, ktéry pomnozony przez  jest przekazem pedu w zderzeniu.
Dlugos¢ wektora q wyraza si¢ przez kat rozproszenia 6 w nastgpujacy sposob

g =k —k,|=Vk? —2k> cos0+k* = ky[2(1-cos ) =2k1/1_C2086 =2ksin§.

Wz6r na amplitude w przyblizeniu Borna przyjmuje ostateczng postac

m

G 2R’

jd3reiqr V(r)

czyli amplituda rozpraszania jest proporcjonalna do transformaty Fouriera
potencjatu.
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Rozpraszanie w potencjale Yukawy

Jako zastosowanie przyblizenia Borna rozwazymy rozpraszanie
w potencjale Yukawy danym wzorem

vy =Zer
r

gdzie o 1 p sa stalymi, przy czym a jest dowolnego znaku za$ stala u jest
dodatnia; 1/ moze by¢ traktowane jako zasigg oddzialywania. Potencjal
Yukawy pojawia si¢ przy opisie oddzialywan jadrowych, a takze wtedy, gdy
mamy  ekranowane oddzialywanie coulombowskie; 1/4 ma wowczas
interpretacje dlugosci ekranowania. Zauwazmy, ze w granicy u— 0, potencjat

Yukawy staje si¢ potencjalem coulombowskim, a a jest (w uktadzie CGS)
iloczynem tadunkéw oddziatujacych czastek.

Podstawiajac potencjat Yukawy do wzoru na amplitud¢ mamy

mao e
f@) === [d'r
/4 r
Calkowanie wykonujemy we wspoétrzednych sferycznych, w ktérych o$ z
pokrywa si¢ z wektorem ¢q. Po wykonaniu trywialnego catkowania po kacie
azymutalnym dostajemy

f(0)=-

mao
hZ

b

.1[ d(cos ﬁ)ojidrre"q’cow—ﬂr
] .

gdzie o jest katem miedzy wektorami q i r. Catka katowa jest elementarna

1 ' igr ___—igr
J d(cos¥)e" " = % _2 sin(gr)
he| lqr qr
co daje
2ma 't 2ma 1
0)=-— dre ™ sin(gr) =—
ro=="p,1 === 7.
__ 4
q’+u’
Rézniczkowy przekrdj czynny wynosi
dm*a’ 1

do 2
29 _1r@)f = :
dQ 7®) n*t o (ak>sin®(@/2) + 1)

Jak widzimy przekrdj czynny ma maksimum dla zerowego kata rozpraszania
#=0 1iminimumdla 6=7x.
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Aby znalez¢ catkowity przekrdj czynny, ¢* zapisujemy jako 2k*(1—cosé).
Po wykonaniu trywialnego catkowania po kacie azymutalnym dostajemy

STm’a’ | d(cos 6)
o= : j =
ht 2k (1 -cos@) + u?)

Calka jest w istocie elementarna, co tatwiej zauwazy¢ wprowadzajac x = cos 6

j dx 1 1 o1 1Y 2
SRk + 2 -2k 267 27+ 4 —2ucx|, 2P\ M) K )
I tak catkowity przekrdj czynny wynosi
oo 16zm*a’
Rt (4 + u?)

Granica coulombowska

Potencjal Coulomba ma nieskonczony zasi¢g wigc przyblizenie Borna
zdaje si¢ nie mie¢ tutaj zastosowania. Jak juz jednak wspomnieliSmy, potencjat
Yukawy staje si¢ potencjalem coulombowskim w granicy u — 0. Jesli przejs¢ z
u do zera w rézniczkowym przekroju czynnym otrzymujemy

do 4m’a’ 1 _m’a’ 1 _at 1
dQ nt ¢ 4n' k'sin*(8/2) 16 E’sin*(8/2)

Pamigtajac, ze k =+2mE /i, ostatecznie znajdujemy

do_o 1 1
dQ 16 E* sin*(8/2)

Uzyskany wynik zwany przekrojem czynnym Rutherforda jest wazny
i niezwykle ciekawy. Zauwazmy, ze nie wystgpuje w nim stata Plancka, co w
pewnej mierze wyjasnia, ze pokrywa si¢ on z przekrojem czynnym na
oddziatywanie klasycznych czastek natadowanych, wyprowadzonym po raz
pierwszy przez Ernesta Rutherforda w 1909 roku. Zgodno$¢ tego przekroju
czynnego zobserwowanym rozkltadem kata rozpraszania czastek alfa
przechodzacych przez zlota foli¢ doprowadzito do sformutowania planetarnego
modelu atomu.

Kolejna osobliwoscia coulombowskiego przekroju czynnego otrzymanego
w przyblizeniu Borna jest jego catkowita zgodno$¢ nie tylko z klasycznym
przekrojem czynnym, ale i ze $cistym wynikiem kwantowym. Innymi stowy
klasyczny przekrdj czynny, kwantowy przekrd) czynny i przekrdj czynny
otrzymany w przyblizeniu Borna sa identyczne.
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Wykonujac przejscie graniczne x —0 w r6zniczkowym przekroju czynnym
Yukawy otrzymaliSmy przekr6j czynny Rutherforda. Je§li natomiast
przejdziemy z x4 do zera w calkowitym przekroju czynnym Yukawy, dostajemy
nieskonczony przekrdj czynny. Podobny wynik uzyskamy catkujac po kacie 6
r6zniczkowy przekroju czynny Rutherforda. Przekrdj ten bowiem jest rozbiezny
gdy 6 — 0 jak 6. Po uwzglednieniu sin @ z elementu kata brytowego, catka w
obszarze matych katéw zachowuje si¢ jak

de 1

E —> -
0 1in 92 enzﬁn 0 in—0

Nieskonczonos¢ catkowitego przekroju czynnego wiaze si§ ze
wspomnianym juz nieskonczonym zasiggiem potencjalu Coulomba — nawet
czastki zderzajace si¢ z nieskonczenie duzym parametrem zderzenia ulegaja
rozproszeniu cho¢ na nieskonczenie maty kat 6.

Stosowalnosé¢ przyblizenia Borna

Przyblizenie Borna polega na zastgpieniu funkcji falowej funkcja fali
padajacej w wrazeniu catkowym reprezentujacym fale rozproszona w rOwnaniu
Lippmanna-Schwingera. Przyblizenie ma wigc zastosowanie, jesli modut fali
rozproszonej jest duzo mniejszy niz modut fali padajacej. Prowadzi to do
warunku

ik‘r—r"

‘271”;2 Jd3r'|€r_rv| Vr)e® | <<1.

Poniewaz spodziewamy sig, ze fala rozproszona jest najwigksza w punkcie,
gdzie znajduje si¢ centrum rozpraszania, powyzszy warunek sprawdzamy dla
r = 0. Zamieniajac r'—r, dostajemy

ikr

m e iKor
o Id3r . V(r)e™®

<<1.

Dalej zakladamy, ze potencjal jest sferycznie symetryczny tj. V(r)=V(r)
i wprowadzamy zmienne sferyczne z osig z wzdluz wektora k,=(0,0,k). Po
wykonaniu trywialnej catki po kacie azymutalnym znajdujemy

<<1.

oo 1
hﬂz j drre™ V(r) j d(cos @)e™ <
0 -1
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Obliczywszy catke 'l[d(cos 0)e™ > = (¢ — o7/ ik , OTZYMUjemy

oo

- [arle™ -1)v ()

<<1.
h’k 0

Rozwazamy teraz oddzielnie granic¢ niskoenergetyczna kd <<1
1 wysokoenergetyczna kd >>1, gdzie d jest zasiggiem potencjatu. W pierwszym
przypadku e** —1 przyblizamy jako 2ikr, w drugim jako -1, gdyz czynnik
e*" szybko oscyluje i odpowiedni czton nie daje wktadu do calki. Tak zatem
znajdujemy

2m [arrvn| da kd<<1,
m ¢ 2ikr hg
1>> ﬁjdr(e —)V(r)|= |
’ Zfarv| dia kd>>1
n’k
Oszacowujac wartos$ci catek jako
J.drr V(r)=d’V,, Idr V(r) =dV,,
0 0

gdzie V, jest charakterystyczna wartoscia potencjalu, ostatecznie znajdujemy

2
”;_l—”f|v0|<<1 dla kd <<1,

%W <1 dla kd>>1.

Sprawdzmy, co powyzsze warunki oznaczaja dla potencjalu Yukway
V(ry=ae ™" Ir, gdzie zaktadamy, ze a>0. Jak juz wspomnieliSmy, zasieg
potencjatu ~ Yukway przyjmuje si¢ jako d=1/u. OkreSlamy V, jako
V(r=1/u)=ou. Warunek stosowalnosci przyblizenia Borna w granicy
niskoenergetycznej 1 wysokoenergetycznej przybiera, odpowiednio, postac

(sz <<1 dla £<<1,
hp H
DM dla Kssi,
h'k y7i

Widzimy, ze w wypadku granicy wysokoenergetycznej zawsze istnieje
odpowiednio duza warto$¢ wektora falowego, aby przyblizenie Borna miato
zastosowanie.



