Wvyklad VI Mechanika kwantowa

Oscylator harmoniczny

Rozwazamy jednowymiarowy problem czastki w potencjale harmonicznym

V(X) = % mw’x?, gdzie o jest klasyczng czestoscig oscylacji. Rozwigzujemy

nastepujace rownanie Schrodingera
1 2
(——7+—ma) X jy/(x) =Ew(X).

Wprowadzamy nowg zmienng z =ax, dobierajgc parametr a tak, aby rownanie
Schrodingera przyjeto postac
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Rozwigzania szukamy w formie w(z) =e 2H(2)
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| H'(@)-2zH'(2)+(A-DH(2)=0 |

Wykazemy, ze H(z) jest wielomianem, zwanym wielomianem Hermite’a®

! Charles Hermite 1822-1901
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H(z) zapisujemy w postaci szeregu potggowego H(z) = > a,z* . Aby funkcja
k

H(z) byta nieosobliwa w z=0, zagdamy k >0.

H"(z)-2zH'(2)+(A-DH(z)=0 = > |k(k-Daz"?-2kaz" +(21-1)a.z" |=0

k=0 —0dlak=0,1

Zaczynajac sumowanie pierwszego szeregu od k =2 dostajemy
D ((k+2)(k+Day,, +(—2k+ A-D)a, )z =0

k=0
Zadajac zachodzenia réwnania dla dowolnego z, dostajemy

2k-21+1 2
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Poro6wnajmy to z rozwinigciem funkcji e” :

ak+2 = = ak ~ Ea
(k/2+D)! k/2+1 ¥tk

Widzimy, ze jesli szereg H(z) = Y a,z* nie obrywa sie, to funkcja H(2)
k

ZZ

zachowuje si¢ jak funkcja e* . Sprawiatoby to, ze funkcja falowa w(z) =e 2 H(2)

ZZ

zachowywalaby sie jak funkcja e, co jest niefizyczne i przeczy znalezionemu
juz rozwigzaniu dla z* — . A zatem szereg H(z) = > a,z* musi si¢ obrywac,
k

czyli H(z) musi by¢ wielomianem stopnia n tzn. H,(z) =) a,z*.

k=0

Podstawiajac ten wielomian do rownania H"(z)—2zH'(z)+ (1 -1)H(z) =0 1 zadajac
spelnienia rownania dla kazdego z dostajemy

(k+2)(k+Da,,, +(—2k+1-Da, =0.

Dla k=n mamy (-2n+4-1)a, =0, co daje -2n+41-1=0 = A=2n+1
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E, = (n + 1jha)
2

Energia oscylatora jest skwantowana, co jest skutkiem zgdania znikania funkcji
falowej dla x=oo.

Poniewaz A _2E , mamy
ho

Réwnanie na wielomian H_ (z) przyjmuje postac

H!(z)-2zH,(z) +2nH (z) =0

Ho(2) =1
, . . . o H,(z) =2z
Jest to rGwnanie na tzw. wielomiany Hermite’a dane wzorem ,
H,(z)=4z"-2
H, (2) = (-De” J_e
n dZ n
Wielomiany Hermite’a sg tak unormowane, ze spetniajg relacje
[dzH, (@) H, (2)e™ =5z 2"n!
Funkcje falowe sg postaci
2.2 A
2 v, (x)

() = |————e 2 H, (ax), ,
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Energia stanu podstawowego, zwana ,,energig drgan zerowych”, E, =hw/2 jest
rozna od zera, poniewaz spoczywanie na dnie potencjalu wymagatoby
doskonatej lokalizacji czastki w punkcie x=0. Energia drgan zerowych pojawia
si¢ wiec jako kompromis miedzy lokalizacja czastki w przestrzeni polozen
I W przestrzeni pedéw. Aby si¢ tym przekonaé, rozt6zmy w,(x) na stany wlasne

pedu, czyli obliczmy transformate Fouriera y,(x) .
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Catke fourierowska wykonujemy nastepujgco:
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Rozktad potozenia i rozktad wektora falowego w stanie podstawowym
oscylatora sg rozktadami Gaussa

o (¥ = /% e ', przyczym [dxy,(x) =1

oraz

~ 2 7h *%2 T dk ~ 2
75 (K)) =2,/@e . przy czym [ () =1.
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Poniewaz wektor falowy k wigze si¢ z pedem p poprzez relacje p = 7k, rozktad
pedu ma postac

~ 2 a2 T odp ~ 2
=2.|—e ™ przy czym |— =1
Wo(p) =2\ ~e ™, przyczy _Iwzﬂhlt//o(p)l
Szerokosci rozktadow potozenia 1 pedu wynosza:
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A wigc iloczyn szerokosci rozktadow polozenia i pedu przyjmuje najmniejszg
mozliwg warto$¢ dopuszczalng przez zasade nieoznaczonosci.

Dygresja matematyczna — rozklad Gaussa

XZ

! e 20" , _[de(x):l,

Jero 4
(x)= dex P(x)=0,

<(x—<x>)2>:<x2>—<x>2 =<x2> =_]idXX2P(X)=0'2.

P(x) =




