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Zestaw 2 z czeSciowymi odpowiedziami (jak kto$ nie chce, niech nie patrzy!

1.

2.

Kombinatoryka i rachunek prawdopodobieristwa

Z pomoca wzoru Stirlinga dla n! wyprowadz analog tego wzoru dla n!!.

Rozwaz tzw. koéci Efrona,! ktorych poszczegdlne Sciany posiadaja nastepujaca liczbe
oczek:

I 44,4400
I 333,333
I 6,6,2,2,2,2
IV: 55,5,1,1,1

Czterej gracze, kazdy z koscig [, I, IT lub IV, graja ze soba parami i wygrywa ten, ktory
wyrzuci wieksza liczbe oczek. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze I wygra z II, IT z III,
itd.? Przedyskutuj wynik.

Ktora z kosci z éw. 2 jest “najlepsza’, tzn. w grze z losowo wybranym przeciwnikiem daje
najwieksze prawdopodobienistwo wygranej?

Ile jest sposobéw rozmieszczenia n nierozroznialnych obiektow w k rozréznialnych pu-
dtach, przy czym pudla moga pozostaé puste?

Na ile sposobéw mozna wybrac¢ k obiektow z n rozroznialnych obiektow, jesli wybor
mozemy powtarzac¢? Jest to tzw. kombinacja z powtérzeniami, C} .

7 pomoca funkcji tworzacej pokaz, ze dla n > 1
- n
> k(—1)F ( ) =0.
k=0 k
Sprawdz wynik dla kilku pierwszych wartosci n w oparciu o trojkat Pascala.
WyprowadzZ wzory na

Zk(Z),oraz Zk2<z>
k=0 k=0

(kontunuacja problemu rozwiazanego na wyktadzie) Pokaz, ze dla problemu szalikow k =
> on—o kP = 1. Wynik ten oznacza, ze Srednia liczba kibicow, ktorzy odzyskali swoj szalik
wynosi 1.

. A oto problem Augusta Gombaud, kawalera de Méré. Rzucamy dwiema kosémi 24 razy

pod rzad. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze cho¢ raz wypadng dwie szostki €3 637

!Bradley Efron (1938 —), statystyk amerykanski.



10.

11.

12.

13.

14.

Jakie sg prawdopodobienstwa wylosowania uktadéw z pokera: para, dwie pary, strit, troj-
ka, full, kolor, kareta, poker? Zaloz, ze talia jest a) od dziewiatek, b) siodemek, c¢) dwojek.
Wybierz do rozwiazania kilka przypadkow.

Wyprowadz wzory na liczbe pokryé odcinka oraz okregu o dtugosci n przy pomocy k sztuk
domina o dlugosci 3 i kwadratami o dtugosci 1.

Ile jest wszystkich pokry¢ odcinka o dtugosci n z pomoca kosci domina o dtugosci 2 i
kwadratow o dhugosci 1, gdzie domina i kwadraty wystepuja w dwoch kolorach?

Trzej rownej klasy szachisci A, B i C' graja w szachy wg. zasady, ze gracz wygrywajacy
dwie partie z rzedu wygrywa turniej, a gracz przegrywajacy partie w nastepnej pauzuje.
Zaczynaja A z B. Jakie jest prawdopodobieristwo wygrania turnieju przez poszczegdlnych
graczy? Rozwaz wariant nieskoriczonej liczby partii oraz liczby partii n.

(wariant problemu rozwiazanego na wyktadzie) Rozwiaz zmodyfikowany problem sado-
wienia na przyjeciu, gdzie zadamy, aby wspotmatzonkowie nie siedzieli koto siebie, ale
kobiety i mezczyzni nie muszg siedzie¢ na przemian.
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Rysunek 1: Dwa przyktady rozmieszczenia n = 8 nierozroéznialnych kul w k& = 5 rozréznialnych
pudtach. Pionowe kreski to przegrody tworzace pudta. L i P oznaczaja skrajne przegrody, ktore
sg rozroznialne. Liczby ponizej rysunkéw podaja liczbe kul w poszczegdlnych pudtach.

Rozwiagzania

e Cw. 1. Dla n parzystych korzystamy ze wzoru n!! = 2%(n/2)! i wzoru Stirlinga. Dla n
nieparzystych uzywamy zwiazku n!! = n!/(n — 1)!L.

o Cw. 4. Zatézmy, ze ulozylismy n nierozréznialnych kul w rzedzie i nastepnie ustawiamy k+
1 tekturowych przegrod w taki sposob, aby powstaly pudla (zob. rys. 1). Dwie przegrody
muszg by¢ zawsze na krancach, a pozostale k—1 “przegrody wewnetrzne” gdzie§ pomiedzy
nimi. Te k£ — 1 przegrod tez jest nierozréznialnych, bo nie jest istotne ktora przegroda
rozdzielimy pudta. Powstate z tej konstrukecji pudta moga zawiera¢ kule lub pozostaé
puste. Teraz zastosujemy bardzo czesta sztuczke, mianowicie potraktujemy na chwile
zaréwno kule jak i k—1 przegrod wewnetrznych jako rozroznialne. Kazda z sytuacji z rys. 1
odpowiada teraz pewnej permutacji n + k — 1 obiektow (kule + przegrody wewnetrzne),
co mozemy oczywiscie zrobi¢ na (n + k — 1)! sposobow. Teraz “poprawiamy” ten wynik:
poniewaz kule sa nierozrdznialne, policzyliSmy niepotrzebnie az n! ustawieni kul w rzedzie,
podczas gdy jest tylko jedno. Musimy wiec podzieli¢ wynik przez n!. Podobnie, przegrody
wewnetrzne, ktorych jest k—1, sa nierozroznialne, wiec dzielimy przez (k—1)!. Ostatecznie,

rozwigzanie ma postac
n+k—-1)! ([ n+k-1
nl(k—1) n '
Zauwazmy jeszcze, ze w wyniku naszej procedury pudta pozostaja rozréznialne, poniewaz

dwie skrajne przegrody, lewa i prawa , sg rozréznialne. Tak wiec mozemy je ponumerowac
np. wg. odlegtosci od lewej Sciany.

e Cw. 5. Cwiczenie to jest w istocie tym samym zadaniem, co ¢w. 4. Nalezy po prostu
utozsamic¢ rodzaj kuli z numerem pudta, w ktérym sie znajduje. Np. dla gérnej czesci rys. 1
mamy 3 kule pierwszego rodzaju, 0 drugiego, 2 trzeciego, 1 czwartego i 2 pigtego rodzaju.
Tak wiec liczba wyboru n obiektéw z powtorzeniami sposrod k obiektow (kombinacje z

powtoérzeniami) wynosi
- k—1
on = ( nt ) .
n
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e Cw. 6. Funkcja tworzaca dla wspolczynnikéw dwumianowych ma postaé

=3 (1) = ar

Rozniczkujac po z otrzymujemy

TE _ 3 k- 1<Z>:n(1+z)"1.

k=0

Biorac z = —1 dostajemy zadany zwiazek
n ok n -
> k(1) < I ) =0.

Np. dla czwartego rzedu trojkata Pascala mamy 0-1—-1-4+2-6—-3-4+4-1=0.

o Cw. 7. Korzystamy z funkcji tworzacej dla wspotczynnikéw dwumianowych. W pierwszym
przypadku obliczamy df (z)/dz dla z = 1, co daje

Zk( n ) =" 1p,
k=0 k
W drugim przypadku obliczamy %[zd% f(2)] dla z =1, co daje
>k ( Z ) = 2" 2n(n +1).
k=0
e Cw. 8. Ze wzoru z wykladu
Py =i 3
k=0 im0 Mz
Wprowadzmy I =n — k — [,
=Y S )
=i (n— l’ k ’

a nastepnie zmienimy kolejno$¢ sumowania. Granice sumowania odczytujemy z rys. 2.
Otrzymujemy

1'=0
Na podstawie ¢w. 6 suma po k w powyzszym wzorze wynosi 0 dlan—1[" > 1, zatem jedyny
niezerowy przyczynek otrzymujemy dla I’ =n — 1, k = 1, ktoéry daje

. 11 1_
k:—ﬁ(—l) < 1 )(—1) =1.
Srednio, jeden kibic odzyskuje swoj wlasny szalik.
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Rysunek 2: Granice sumowania w rozwigzaniu ¢w. 8 dla n = 8: dla ustalonego " sumujemy po
n—1'

kod 0 don —1U, tj. otrzymujemy sume > ;_o> g - - .

e Cw. 9. W kazdym rzucie dwiema kostkami prawdopodobienistwo wypadniecia wynosi
1/36, a prawdopodobienstwo dowolnej innej konfiguracji 35/36. Mamy n = 24 rzutow.
Najpierw wybieramy, w ktorych k rzutach wypadna €33, co mozemy zrobi¢ na C}' spo-
sobow. Sytuacja wygrywajaca to przynajmniej jedno wyrzucenie 3, k& = 1,2,...,n,

zatem
n 1 k n—k n
S () @)
—\ k )\36) \36 36

35

gdzie <%)n to prawdopodobieristwo zdarzenia dopetniajacego. Dla n = 24 otrzymujemy
P = 0.4914, nieco mniej niz 1/2. Prowadzacy kasyno zarabia, ale roznica jest na tyle
mata, ze trudno to zauwazy¢. Kawaler de Méré musial by¢é namietnym hazardzista, skoro
spostrzegl empirycznie, ze przegrywa. Zauwazmy jeszcze, ze juz dla n = 25 grajacy ma
wieksza szanse wygranej niz przegranej, P = 0.5055.

e Cw. 10.

Dla talii o n = 4k kartach mamy |Q] = ( n wszystkich mozliwosci wyboru pieciu kart.

5
Kazda karta ma range (A, K, D, W, 10, ..., itd.) oraz jeden z czterech kolorow.

Poker to konfiguracja w jednym kolorze o kolejnych rangach. Dla pelnej talii mamy na-
stepujace mozliwe pokery: A-K-D-W-10, K-D-W-10-9, . .. 6-5-4-3-2, 5-4-3-2-A (as liczy sie
tez za 1), czyli tacznie 10 mozliwosci. Dla k& < 13 nie ma sekwencji z asem na koricu, wiec
mamy k£ — 4 mozliwosci, co ogbdlnie mozemy zapisa¢, jako k —3 —m, m = 0 dla k = 13,
m = 1 dla k < 13. Poker moze by¢ w dowolnym z czterech koloréw, wiec liczba wszystkich
pokeréw to Npoker = 4(k—3—m). Kareta to cztery karty o tej samej randze. Wybieramy te
range na k sposobow, a pozostala piata karte na n—4 sposobow, co daje Niareta = k(n—4).



Tabela 1: Prawdopodobienstwa wylosowania uktadéw w pokerze w grze taliami od dziewigtek
(k =6), siodemek (k = 8) i dwojek (k = 13).

k=6 m=1|k=8 m=1|k=13,m=0
poker 0.000188 0.000078 0.000015
kareta 0.002823 0.001112 0.000240
full 0.016940 0.006674 0.001441
kolor 0.000376 0.001033 0.001965
street 0.047996 0.020261 0.003925
trojka 0.090344 0.053393 0.021129
dwie pary 0.203275 0.120133 0.047539
para 0.542067 0.533927 0.422569
pozostale 0.095991 0.263388 0.501177

Full to trzy karty o tej samej randze plus dwie karty o tej samej randze. Range trojki
mozna wybra¢ na k sposobow, kolory kart w trojce na Cj sposoby, range pary na (k —1)
sposobow (jedna jest juz “zajeta” przez trojke), a kolory kart w parze na Cj sposoby. Lacz-
4
3

ktory nie jest pokerem. Wybieramy wiec jeden z czterech koloréw i pieé¢ kart sposrod k
k

kart w tym kolorze, co daje Nygor = 4 — Npoker- Street to sekwencja kart o kolejnych

5
rangach, ktora nie jest pokerem. Mamy wiec Nypeet = (K —m—3)4° — Npoker, gdzie czynnik
(k —m — 3) jest uzyskany podobnie, jak dla pokera, a 4° to mozliwosci wyboru koloru dla
kazdej z pieciu kart. Dla trojki mamy k mozliwosci wyboru rangi kart trojki, C'y mozliwo-
$ci wyboru koloru dla trzech kart, nastepnie wybieramy na C5~! mozliwosci dwie rangi
sposrod (k — 1) dla pozostatych dwoch kart, oraz ich kolory na 42 sposobow. Lacznie ma-

my wiec Niyjia = K < ;l ) ( b ; 1 ) 4% mozliwosci. Dla dwoch par wybieramy dwie rangi

nie mamy Nggy = k < ) (k—1) < ;l ) . Kolor to uktad pieciu kart w tym samym kolorze,

dla par na C¥ sposobéw, kolory kart w parach na (Cj)? sposobéw, range piatej karty na
(k —2) sposoby, a jej kolor na 4 sposoby, co daje Nopary = ( ]; ) < ;1 ) (k—2)4. Wreszcie
dla jednej pary wybieramy range na k sposobow, dwa sposrod czterech mozliwych koloréw

kart w parze na C3 sposoby, rangi pozostalych trzech kart na sposoby, oraz

3
. 3 . . ) k 4 E—11Y\ 5

ich kolory na 4° sposobéw. Lacznie daje to Npar = < ) ) ( 9 ) ( 3 )4 . Prawdo-
podobieristwa obliczamy jako N;/|2|. Wyniki liczbowe dla trzech typow talii, od dwojek,
siodemek i dziewiatek, przedstawione sa w Tabeli 1. Zauwazmy, ze zmiana liczby kart w
talii zmienia kolejno$é poszczegodlnych ukladéw wzgledem ich prawdopodobieristwa, np.
k = 8 kareta i full sa bardziej prawdopodobne od koloru.

e Cw. 13. Rowna klasa graczy oznacza, ze w kazdej partii prawdopodobieristwo wygrania



przez kazdego gracza wynosi 1/2. Zalozmy najpierw, ze mamy dostatecznie dtuga gre (nikt
nie wygrywa pod rzad), aby zauwazy¢ pewne prawidlowosci. Przy stoliku siadaja A i B.
Jesli wygrywa A, to wchodzi z tawki C'. Teraz musi wygra¢ C', aby gra trwala dalej, wiec
A siada na tawce, a do gry przystepuje B. Teraz z kolei musu wygra¢ B, a do gry wchodzi
ponownie A, itd. Mamy wiec sekwencje kolejnych zwyciezcow ACBACBACB . ... Podob-
nie, jesli pierwsza partie wygral B, to mamy sekwencje zwyciezcow BCABCABCA. . ..
Rozwazmy teraz prawdopodobienistwo, ze wygra A. Sekwencje zwycezcow musza sie teraz
koticzy¢ przez ... AA. Jesli pierwsza partie wygral A, to mamy mozliwosci

1
ktore formalnie zsumowalismy jako szereg geometryczny. Podobnie, jesli pierwszy wygrat
B, to mamy

1
BCAA+ BOCABCAA+ BCA... BCAA= BCA——A.
1— BCA
Teraz wystarczy podstawi¢ prawdopodobieristwa wygrania partii A = B = C = 1/2 i
zsumowacé dwa powyzsze wzory, co daje

—_

7 symetrii zagadnienia Pg = P4 = 15—4. Dla gracza C otrzymujemy nastepujace sekwencje:

1
oraz 1
BCC + BCABCC + BCAB ...CABCC = Bm(]@.

Po podstawieniu prawdopodobienistw i zsumowaniu otrzymujemy Pp = ﬁ. Oczywiscie,
Pj+ P+ Po = 1. Rozwiazanie pokazuje, ze zaczynajacy turniej ma nieco wieksza szanse
wygrania (w stosunku 5:4 do gracza poczatkowo pauzujacego).

Cw. 14. Oznaczmy szukane liczby usadowien n par jako M’ . Podobnie jak na wyktadzie,
zasada wlaczen i wytaczen prowadzi do wzoru

M=ot ()l )

gdzie |A}| oznacza liczbe usadowieri, w ktorych k wybranych par siedzi razem (a inne
moga siedzie¢ razem lub nie). Anatomia |A}| jest nastepujaca:

— Wybor (podwojnych) miejsc dla wybranych k par — ¢i" = 522~ ( 2n k_ K ) Pamie-

tamy, ze jest to liczba pokryé¢ 2n punktéw na okregu z pomoca k kosci domina i
2n — k kwadratow.



n M. M /(2n)!
1 0 0
2 8 1/3
3 192 4/15
4 11904 0.295
5] 1125120 0.310
6 | 153262080 0.320

Tabela 2: Liczby usadowien n malzenstw na przyjeciu, jesli malzeristwa musza siedzie¢ osobno.

— Rozmieszczenie k par w k miejscach — k!.
— W kazdej parze mozliwe sa dwa usadowienia, co daje — 2F.
— Usadowienie pozostatych 2n — 2k oséb — (2n — 2k)!.
Mamy wiec
|AL| = k128 (2n — 2k)12 = 2n(2n — k — 1)12F,

oraz ostatecznie szukany wynik w postaci sumy:

M = ﬁX4ﬁ<Z>QMM—k—UQ@ (2)
k=0

Kilka pierwszych wartosci dla liczb M/ oraz dla prawdopodobieristwa uzyskania losowo
wlasciwego usadowienia, M/ /|| = M! /(2n)!, przedtawionych jest w tabeli 2.



