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Tw. 1.11 (Akry-Bazziego, uogodlnione). Rozwazmy rekurencje

T(2) = { O(1) dla 1 <z < (1.58)

S aT (B + hi(@) +g(x)  dla >z

gdzie spetnione sq warunki Tw. 1.10, warunek wielomianowosci g(x) zachodzi na
przedziale u € [B;x+ hi(x),z], i = 1,...,k, ponadto funkcje h;(x) sq ograniczone
w nastepujgcy sposob:

X

1+e€

de >0 Ve >xg: |h(r)] < ——.
log" ™ x

Dodatkowo, przyjmuje sie pewne techniczne zatozenia dotyczqce wyboru xo (z0b.
[35]). Wtedy zachodzi ta sama teza, co w oryginalnym Tw. 1.10.

W szczegdlnosci co ma praktyczne znaczenie, zalozenia powyzszego twierdzenia
spetnione sa dla h;(x) = x — [x] oraz h;(x) =z — |x].

Na tym koriczymy nasze rozwazania o rekurencji, do ktorej jednak bedziemy
czesto powraca¢ w dalszych czesciach wyktadu, albowiem wiele probleméw ma-
tematyki dyskretnej sprowadza sie do znanych zagadnien rekurencyjnych. Dalsze
informacje dotyczace tej tematyki mozna znalezé w podrecznikach [1-3].

Cwiczenia

1.1. Rozwiaz rekurencje a,, = a,_1+2a,_» dlan > 2 z warunkami poczatkowymi
a1 = as = 1 za pomoca funkcji tworzacej oraz metody opartej na rownaniu
charakterystycznym.

1.2. Podczas rozwiazywania zadan poczuliSmy silny gtéd i zamowiliSmy pizze.
Jaka jest najwieksza liczba kawatkow p,,, na ktére mozemy podzieli¢ pizze
z pomoca n prostoliniowych cie¢ nozem? Inaczej: na jaka najwicksza liczbe
obszaréow mozemy podzieli¢ ptaszczyzne za pomoca n prostych? (2]

1.3. Liczby Lucasa: rozwaz ciag L,, = F,, +2F,,_1, gdzie F}, sa liczbami Fibonac-
ciego, a L, tzw. liczbami Lucasa. Znajdz rekurencje wyrazajaca L, poprzez
L, 11 L, 5 oraz stosowne warunki poczatkowe, a nastepnie rozwiaz te re-
kurencje.

1.4. Pokaz, ze liczby Fibonacciego i liczby Lucasa speliaja zwiazek Fy, = F}, L.
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1.5. Udowodnij nastepujace zwiazki dla liczb Fibonacciego:

(@) ) Fi=Fo+ Pt Byt Fy=Fo— 1,
1=0
n—1
(b) ZF2Z'+1 =+ I+ 5+ 4 Foypy = Iy,
1=0
(€)Y i F,=F +2F+3F+ - +nF, =nF,— F3+2,
=1
(d) ZZ F2(n—i)+1 -

=1

=Fop 1+ 2F, 5+3F, 5+ -+ (n—2)F5+ (n—1)F, = Fopyq1 —

()Y FP=F 4+ F24 FZ 4+ F2 = FyFop,
1=0

gdzie Fy = 0.
1.6. Pokaz, ze dlan > 0 oraz 0 < i <n — 1 zachodzi zwiazek
Fo=FF, i+ FF,_ .

1.7. Oblicz utamek tancuchowy

1+

1+

1
T 1

I+...

1.8. Uzywajac dowolnej metody, rozwigz rekurencje trzeciego stopnia

1+

a, = 6a,_1 — 1la,,—> + 6a,,_3

z warunkami poczatkowymi ag =0, a1 = ay = 1.

1.9. Rozwiaz rekurencje niejednorodna a, = a,_1 + 2a,_o + (—1)" dla n > 2

z warunkami poczatkowymi a; = as = 1

1.10. Zaloz, ze masa kolejnych krazkéw Wiez Hanoi roénie jak n? — jest to dos¢

L,

realistyczne, bo typowa zabawka ma krazki o promieniach z grubsza wzra-
stajacych jak n i o tej samej grubosci. Jaka catkowita mase trzeba przeniesé

przy wykonaniu algorytmu 1.17

1.11. Jaka jest najwieksza liczba obszarow powstajaca przy podziale trojwymia-

rowe]j przestrzeni n plaszczyznami?
1.12. Rozwigz rekurencje a, 1 = a2, gdzie n > 1, z warunkiem a; = 2.
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1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

Na okregu wybrano (losowo) n réznych punktow, a miedzy nimi narysowano
wszystkie mozliwe cieciwy. Na ile obszaréw zostato podzielone koto?

Wiedzac, ze truten ptodzony jest bezplciowo z krélowej, a krolowa ptodzona
jest plciowo z trutnia i krolowej, narysuj drzewo genealogiczne przodkéw
trutnia. Policz liczbe osobnikéw w kazdym pokoleniu tego drzewa. Co od-
krytes? Udowodnij odkryty fakt.

Zmodyfikuj model rozmnazania krolikow Fibonacciego tak, aby kazdy miot
zawieral k par. Zapisz i rozwiaz stosowna rekurencje.

Zmodyfikuj model rozmnazania krolikow Fibonacciego tak, aby mtode doj-
rzewaly m razy dluzej niz czas trwania ciazy. Zapisz stosowng rekurencje
i rbwnanie charakterystyczne.

Korzystajac z (1.9) mozemy z tatwoscig sprawdzi¢, ze np. 513 — 8% = 1,
821 — 13% = —1 itd. Twierdzenie 1.3 jest podstawa zabawnej lamigtow-
ki, przedstawionej na rys. 1.13. Liczac kwadraciki na lewej czesci gérnego
rysunku, otrzymujemy 8 - 8 = 64, podczas gdy zliczenie po prawej stronie
daje 5 - 13 = 65. Dzieki rozcieciu na kawatki zyskalismy jedna kratke! Na-
tomiast dla dolnego przypadku po lewej stronie 13 - 13 = 169, a po prawej
8- 21 = 168. Tym razem gubimy jedna kratke! Gdzie lezy oszustwo?

Nostalgiczna powtorka z geometrii: udowodnij, ze przekatne pentagramu
dzielg sie w stosunku, bedacym ztotym podziatem, zob. rys. 1.7.

Rysunek 1.13: Dwie tamigltowki oparte o tozsamosé Cassiniego, pokazujace paradoksalnie, ze
64 = 651 169 = 168! Kwadraty po lewej stronie rozcinamy wzdtuz linii i sktadamy tak, jak
ukazano po prawej stronie. Dla gérnego rys. 1.13 zliczenie kratek po lewej stronie daje 8-8 = 64,
podczas gdy po prawej stronie mamy 5 - 13 = 65. Podobnie, dla dolnego przypadku z rys. 1.13
otrzymujemy 13 - 13 = 169, a 8 - 21 = 168
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Rysunek 1.14: Apollo Belwederski (http: //hamlet.edu.pl/shi/galeria/show.php?id0=3&id1=0).
Stosunek R wzrostu do odleglosci pepka od podstawy jest bliski ¢. Jesli zmierzyé¢ na rysunku
wzrost od czubka prawej stopy do polowy czupryny, dostajemy R = 1.61 ~ ¢ z doktadnoscia
pomiaru ok. 1%

1.19

1.20

1.21

1.22.

1.23.

1.24.

Z linijka w rece doszukaj sie zlotego podziatu w otaczajacych Cie przed-
miotach.

Apollo Belwederski (zob. rys. 1.14 Leocharesa?!, zob. rys. 1.14, uciele$nia
ideat proporcji ciala ludzkiego. W szczegdlnosci stosunek jego wzrostu do
odlegtosci pepka od podstawy jest bardzo bliski ztotemu podzialowi ¢. Do-
konaj tego pomiaru na sobie!

Gracz wchodzi do kasyna, posiadajac 100 monet, rozbicie banku nastepu-
je, gdy gracz posiadzie 200 monet. Prawdopodobieristwo wygranej wynosi
p = 0.49. Krzysztof ma strategie taka, ze wychodzi po wygraniu 50 monet,
a Ludwik po przegraniu 50 monet. Jakie jest prawdopodobienistwo tych
zdarzen? Ktory z graczy bedzie grat dtuzej?

Jakie jest prawdopodobienistwo, ze gracz w zadaniu o ruinie gracza osiaggnie
w trakcie gry ponownie swoj poczatkowy stan posiadania?

Pewien profesor z Krakowa po dwoch piwach przechadza sie ul. Sienkiewicza
w Kielcach i na kazdym skrzyzowaniu zupelnie losowo idzie albo w kierunku
dworca PKP, albo w kierunku przeciwnym, gdzie ul. Sienkiewicza rozcigga
sie w nieskoniczonos¢. Jakie jest prawdopodobienistwo i Sredni czas dotarcia
na dworzec?

Rozwaz uogodlnienie algorytmu Karatsuby i Ofmana na przypadek, gdzie
liczba n dzielona jest na trzy mniejsze liczby [15] (tzw. algorytm Tooma??

21 Leochares, IV w. pne., grecki rzezbiarz.
22 Andrej Toom (1942-), rosyjski matematyk.
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1.25.

1.26.

1.27.

i Cooka?®). Jaka jest zlozonos¢ tego algorytmu, czyli asymptotyczna zalez-
nos$¢ czasu wykonywania od n dla duzych n? Jakie jest uogélnienie, gdy
podzial dokonywany jest na s liczb?

Zmajdz zachowanie asymptotyczne rekurencji

1, /@ x o
T() =57 (5) +27 (7) +2

Rozwaz algorytm przeszukiwania binarnego (ang. binary search) uporzad-
kowanej rosnaco listy L o dlugosci n, zawierajacej obiekty p;. Algorytm
dziata w nastepujacy sposob: szukamy obiektu a, ktory jest zawarty gdzies
w liscie. Poréwnujemy go z obiektem b = p|, /2], tj. obiektem najblizej Srod-
ka listy. Jesdli a = b, konczymy, bo znalezliSmy nasz obiekt. Jedli a > b,
przeszukujemy dolng czes¢ listy, tj. ponizej b. Jesli a < b, przeszukujemy
gorng czesé listy. Czynno$é powtarzamy rekurencyjnie. Znajdz ztozonosé
algorytmu.

Rozwaz algorytm sortowania przez scalanie (ang. merge sort) listy L o dtu-
gosci n, w ktorym lista dzielona jest rekurencyjnie na dwie mniejsze listy L,
i Ly o dtugosciach [n/2] oraz |n/2], kazda z tych list jest sortowana, a wy-
nik jest scalany w nastepujacy sposob: 1) tworzymy wskazniki w; 1 wy oraz
ustawiamy je na poczatku list Ly i Lo, w1 = 1, we = 1. Tworzymy pusta
liste wynikowa K. 2) Jezeli L;(w;) < La(ws), dopisujemy Li(w;) na koricu
K i zwiekszamy w; o jeden, w przeciwnym przypadku dopisujemy Lo (ws)
na konicu K i zwickszamy ws o jeden. Powtarzamy krok 2) az wszystkie
wyrazy z list L1 i Ly zostang wpisane do K. Zapisz stosownag rekurencje
,dziel i rzadZ” i oszacuj jej czas wykonywania dla duzych n. Algorytm ten

pochodzi od Johna von Neumanna??.

23 Stephen Arthur Cook (1939-), amerykanski informatyk.

24 John von Neumann (1903-1957), urodzony na Wegrzech i pracujacy w USA matematyk
i fizyk. Przyczynit sie bardzo istotnie do rozwoju analizy funkcjonalnej, mechaniki kwantowej,
teorii mnogosci, topologii, teorii gier, informatyki, statystyki, a takze hydrodynamiki reakcji
termojadrowych, ktore badal w ramach projektu Manhattan.



