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Zestaw 4: Szeregi liczbowe

. Poda¢ warunek konieczny zbieznosci szeregu, a nastepnie uzasadnié, ze ponizsze szeregi
sa rozbiezne

a> ;L.o 0 n+1

b (1 +5)"

c)>n arctg(n%)

. Z pomocg indukcji matematycznej wykazac, ze

a) >r_(a+ (k—1)r)=na+ r@ (skoriczona suma n-wyrazowego ciggu arytmetycz-
nego). Dlaczego nie méwimy o “szeregu arytmetycznym’?

¢) Yp_y as®™t = a’==" (skoniczona suma n-wyrazowego ciagu geometrycznego).

d) Z pomoca c) dla s < 1 oblicz 332, s* (szereg geometryczny).

. Przekona¢ sie (najprosciej z pomoca wykresow), ze zachodzg nastepujace nieréwnosci,
przydatne m.in. w kryterium poréwnawczym zbieznosci szeregow:

a)Vne N: 3 <cos= <1

b)VneN: 0<sin+ <1

c)VneN: 0<tgt<?2

d)Vne N: sint > =2

. Z pomoca indukcji matematycznej wykazac, ze

YneN: e">n

. W oparciu o poprzednie zadanie wykazaé, ze

YneN: n>lInn

. Pokazaé, ze
n+1 n
a) (powtorzy¢ z wyktadu) Vn € N : (1 + %) >e> (1 + %)
b)Vne N: 5 <In(1+1) <+
. Dla danego ciagu liczbowego (a,,) definiujemy iloczyn skonczony poprzez symbol II ja-

ko I, = II}_,ax = ajas...a,. lloczynem nieskonczonym ciagu (a,) nazywamy granice
lim,, . I, co oznaczamy symbolem II?° ;a;, = aiaqas . ... Pokazaé, ze

a) [T}, (H—l) = n+1 (rozpisa¢ jawnie dla kilku poczatkowych n i zauwazy¢ prawidtowosc)
b)HZ o(1+ ) - nTH
o) Iis(1—%) =15
d) 125 (1 — %) = 5 (skorzystaj z b) i ¢))
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8.

10.

11.

12.

Pokaz, ze z pomocg funkcji log badanie iloczynéw nieskoniczonych mozna zamienié¢ na ba-
danie szeregéw. Nastepnie napisz warunek konieczny zbieznosci iloczynu nieskoniczonego.

Obliczy¢ sumy czesciowe podanych szeregéw i nastepnie zbadac ich zbieznosé

a o] 1

n=0 2_71
b)>>° n(n 7y (zrobione na wykladzie)

(podobnie do b))

@)

)

)

) fzozlm

d) 0o 1

oo 243" 44"
n=0 5n

h)

D

>
2n=1 (4n—3)(4n+1)
done

)
f)
&)t In(l — )

San (=) (2n 1)

> In(1+ %) (wzér na sume logarytmow i zad. (7))

Wyjasnij, dlaczego Achilles dogoni zotwia.
Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznos¢ szeregow

) n=0 n3+1
b) n=0 n3+2

) T

DI (VA = VA=)

e)>_r2, n*sin = (skorzystac z zad. (3))
£)> "0 1n sin 14

g nsin®

WS

i)y Ion (skorzystac z zad. (5))

)D Bt} tgzﬁ
1

[e§) s L
k)>>n ) sin - cos -

e’} n3 1
DYl 5 4+1cosﬁ
[oe)
m)y 12—ncos =
oo 14243+...4n
n) n=1 n3

Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé¢ zbieznosé szeregow

co 2™n!
a) n=1 pn

co  107n!?
b) n=1 n2n

00 nl)?
C) n=1 Ez—n))l



d) 323

n=1 3”n'

D

’I’Llnn

)
f) 3n-2n
g)

n=1 5n_4n

(n+1)5™
n= 1 2n3n+2

. Korzystajadc z kryterium Cauchy’ego zbadaé¢ zbiezno$¢ szeregow

a) ( )"
b) el B

¢)>_n2, [arctg(cos )"
)32 ()"
€)Xt n+1)i
)it (”:1> s
&) 0l G T
b, ()

. Zbada¢ zbieznos¢ i bezwzgledna zbieznosé szeregow
a) oy (—1)" e a > 0

b)Cny (=1)" sin(3),
¢)nt 15n7n1+17
d)302, \/ln)%l,
€)Xy n7(12—|1—1 g
DT, HE,

n+1 1
g) ( ) In(n+1)?
h) 720:1(3712_:15)n7

DL (—1)" gy,
n2
DXL (1),

13) \/ﬁt;cls\/ﬁ

n=1

n=1

1) oo y/nsiny/n

n3
. W niektorych przypadkach wygodne jest kryterium zageszczajgce, méwiace, ze jesli a,, >
ane1 > 0, to zbieznoéé szeregu Y, a, jest rownowazna zbieznosci szeregu 3 28age. W
oparciu o to kryterium zbadaj zbieznos¢
a) Y n’, BER
by S, —L_ acR

n=2 p(lnn)>’



16.

17.

18.

o0 1
C) n=3 n(lnn)(Inlnn)

d) 3 W

Pokaz, ze jesli a, > 01 Y a, jest zbiezny, to réwniez 3" a? jest zbiezny.
Dla jakich x € R ponizsze szeregi sa zbiezne

a) >o° | Tan
b) 2 U

c) nzl(x —3x 4+ 1)"

)™
3"

W oparciu o wzoe Cauchy’ego-Hadamarda podaé promienn zbieznosci szeregdw potego-
wych

n

a) ;L.o_l n§—+1
b) n= 1 nn"
c) pl (=)=
d) ZOO ("



