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Je±li zadanie nie byªo rozwi¡zane samodzielnie, prosz¦ o podanie ¹ródªa lub osoby, z która za-
danie byªo rozwi¡zywane.

Zestaw 2: Relacje i funkcje

Przypomnienie z wykªadu: Dla danych zbiorów A i B relacj¡ dwuargumentow¡ nazywamy do-
wolny podzbiór R iloczynu kartezja«skiego A × B. Je±li relacja dwuargumentowa okre±lona
jest na zbiorze A× A, to mówimy w skrócie, »e jest to relacja dwuargumentowa na zbiorze A.
Elementy x ∈ A i y ∈ B b¦d¡ce w relacji, czyli nale»¡ce do zbioru R, oznaczamy jako xRy, lub
jako par¦ uporz¡dkowan¡ (x, y). Relacja dwuargumentowa okre±lona na zbiorze A jest

• zwrotna (Z), je±li ∀x ∈ A : xRx

• przeciwzwrotna (PZ), je±li ∀x ∈ A : ∼ xRx

• symetryczna (S), je±li ∀x ∈ A, y ∈ A : xRy ⇒ yRx

• antysymetryczna (AS), je±li ∀x ∈ A, y ∈ A : xRy ∧ yRx ⇒ x = y

• przechodnia (P), je±li ∀x, y, z ∈ A : xRy ∧ yRz ⇒ xRz

Wykresem relacji dwuargumentowej okre±lonej na zbiorze A jest diagram, w którym pary b¦d¡ce
w relacji xRy poª¡czone s¡ strzaªk¡ biegn¡ca od x do y.

[Niektórzy autorzy okre±laj¡ relacj¦ (AS) jako sªabo antysymetryczn¡.]

1. Wypisz jawnie wszystkie relacje dwuargumentowe, które mo»na okre±li¢ na zbiorach A i
B, gdzie A = {a, b} i B = {0, 1, 2}.

2. Narysuj wykresy relacji dwuargumentowych okre±lonych na zbiorze S = {0, 1, 2, 3} w
poni»szy sposób:

(a) (m, n) ∈ R ⇐⇒ m + n = 3

(b) (m, n) ∈ R ⇐⇒ mn = 4

(c) (m, n) ∈ R ⇐⇒ m− n jest podzielne przez 2

(d) (m, n) ∈ R ⇐⇒ m ≤ n

(e) (m, n) ∈ R ⇐⇒ m + n ≤ 4

(f) (m, n) ∈ R ⇐⇒ max(m, n) = 3

Okre±l, które cechy (Z, PZ, S, AS, P) posiadaj¡ relacje z punktu 2

3. ∗ Rozwa» (a) relacj¦ pust¡, okre±lon¡ jako pusty podzbiór iloczynu kartezja«skiego niepu-
stego zbioru A, oraz (b) relacj¦ uniwersaln¡, okre±lon¡ jako najwi¦kszy (peªny) podzbiór
A× A (ka»dy element A jest w relacji z wszystkimi elementami A). Które cechy (Z, PZ,
S, AS, P) posiadaj¡ te relacje? Zaªó», »e A jest zbiorem czteroelementowym. Narysuj
wykresy relacji pustej oraz uniwersalnej.
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4. Podaj dowolny przykªad �z »ycia� relacji równowa»no±ci i zwi¡zanej z ni¡ klas abstrakcji.

5. R1 i R2 oznaczaj¡ relacje dwuargumentowe okre±lone na zbiorze A.

(a) Poka», »e R1 ∩R2 jest zwrotna, je±li R1 i R2 s¡ zwrotne.

(b) Poka», »e R1 ∩R2 jest symetryczna, je±li R1 i R2 s¡ symetryczne.

(c) Poka», »e R1 ∩R2 jest przechodnia, je±li R1 i R2 s¡ przechodnie.

(d) Czy je±li R1 i R2 s¡ zwrotne, to R1 ∪R2 musi by¢ zwrotna?

(e) Czy je±li R1 i R2 s¡ przechodnie, to R1 ∪R2 musi by¢ przechodnia?

6. Niech n|x oznacza, »e x jest podzielne przez n n dzieli x bez reszty). Podaj klasy abstrakcji
relacji dwuargumentowej okre±lonej na zbiorze N jako xRy ⇐⇒ 3|(x− y).

[Przypomnienie: reszt¡ z dzielenia x przez m nazywamy najmniejsz¡ liczb¦ r ∈ N ∪ {0},
dla której x = km + r, x, k, m ∈ N .]

7. Przeciwobrazy. Udowodnij, »e f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B).

8. ∗ Wiemy, »e obrazy speªniaj¡ wªasno±¢ f(A ∩ B) ⊂ f(A) ∩ f(B). Znajd¹ kontrprzykªad
dla stwierdzenia f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B). Wskazówka: próbuj funkcje niemonotoniczne.

9. Wyznacz f([0, 1
2
] oraz f−1((0, π

2
) dla f(x) = π

2
+ 2 arc sin(x).

10. Niech f(x) = cos(x), g(x) = ex, h(x) =
√

x. Podaj wzory na zªo»enia f ◦ g ◦ h, g ◦ h ◦ f ,
h ◦ f ◦ g, g ◦ f ◦ h, h ◦ g ◦ f , oraz f ◦ h ◦ g.

11. Narysuj (tj. naszkicuj) wykres dowolnej funkcji f(x), a nast¦pnie wykres funkcji f(x + a) + b
dla kilku warto±ci liczb a i b.

12. Narysuj wykres dowolnej funkcji f(x), a nast¦pnie wykres funkcji af(bx) dla kilku warto±ci
liczb a i b.

13. Podaj dziedzin¦ i przeciwdziedzin¦ funkcji R → R

(a) sin(x + 1
x
)

(b)
√

sin( 1
x
)

(c) sin(arc sin(x))

(d) arc sin(sin(x))

(e) log log(x + 1)

(f) xx

[log x = lnx oznacza logarytm naturalny.]

14. Poka», »e funkcja ax+b
cx+d

, gdzie x ∈ R, oraz ad 6= bc, jest injekcj¡.

15. Znajd¹ przeciwobraz przedziaªu [1/2, 2) wzgl¦dem funkcji sinus.
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16. Znajd¹ funkcje odwrotne do

(a) y = 1− 2 arc cos x−1
x+1

dla x > 0

(b) y = 3x+2

(c) y =
√

x + 1
x
dla x ≥ 1

17. Rozwa» funkcj¦ f zadan¡ wzorem f(x + af−1(x)) = x dla x ∈ R. Wyra¹ f(x) w postaci
�zwykªego� wzoru, podaj¡cego f(x) jako wyra»enie zawieraj¡ce jedynie x i a. Dla jakich
a zadanie ma sens?

18. Poka», »e (f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1. Sprawd¹ na przykªadzie.

19. Poka», »e wykresy funkcji y = f(x) i y = f−1(x) s¡ symetryczne wzgl¦dem osi y = x.

20. Narysuj wykres funkcji 2cos(2x) dla x ∈ [0, π/2], a nastepnie wykres funkcji odwrotnej.

21. Funkcje cyklometryczne. Narysuj wykres funkcji

(a) arcsin(sinx)

(b) arctg(tgx)

(c) sin(arcsinx)

(d) tg(arctgx)

22. Wyznacz dziedziny funkcji R×R → R:

(a) f(x, y) = log xy

(b) z =
√

1− x2 − y2

(c) z = arc cos y−1
x+2

23. Naszkicuj wykres funkcji

(a) y = x− 1

(b) y = |x− 1|
(c) y = x2 − 1

(d) y = |x2 − 1|
(e) y = log x

(f) y = | log x|
(g) y = 2x−1

(h) y = 2|x−1|

(i) |1 + |x− 1||
(j) 1 + |x− 1|+ |1− |x− 1||
(k)

√
1− x2
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