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Jesli zadanie nie byto rozwigzane samodzielnie, prosze o podanie Zrodta lub osoby, z ktora za-
danie byto rozwigzywane.

Zestaw 2: Relacje 1 funkcje

Przypomnienie z wyktadu: Dla danych zbioréw A i B relacjg dwuargumentowq nazywamy do-
wolny podzbiér R iloczynu kartezjanskiego A x B. Jesli relacja dwuargumentowa okreslona
jest na zbiorze A x A, to méwimy w skrocie, ze jest to relacja dwuargumentowa na zbiorze A.
Elementy x € A iy € B bedace w relacji, czyli nalezace do zbioru R, oznaczamy jako xRy, lub
jako pare uporzadkowana (x,y). Relacja dwuargumentowa okreslona na zbiorze A jest

zwrotna (Z), jesli Vo € A : xRz

przeciwzwrotna (PZ), jesli Vo € A: ~ xRz

symetryczna (S), jesli Vo € A,y € A: zRy = yRx
antysymetryczna (AS), jesliVe € A,y € A: 2Ry N yRr = x =y

przechodnia (P), jesli Va,y,z2 € A: xRy N yRz = xRz

Wykresem relacji dwuargumentowej okreslonej na zbiorze A jest diagram, w ktorym pary bedace
w relacji x Ry polaczone sg strzatka biegnaca od x do y.
[Niektorzy autorzy okreslaja relacje (AS) jako stabo antysymetryczng.|

1.

Wypisz jawnie wszystkie relacje dwuargumentowe, ktére mozna okresli¢ na zbiorach A i
B, gdzie A = {a,b} 1 B=1{0,1,2}.

Narysuj wykresy relacji dwuargumentowych okreslonych na zbiorze S = {0,1,2,3} w
ponizszy sposob:

(a) (myn) e R<=m+n=3

(b) (m,n) € R<= mn =4

(¢) (m,n) € R <= m — n jest podzielne przez 2
(d) (myn) e R<=m <n

(e) (m,n) e R<=m+n<4

(f) (m,n) € R <= max(m,n) =3

Okresl, ktore cechy (Z, PZ, S, AS, P) posiadaja relacje z punktu 2

* Rozwaz (a) relacje pustq, okreslona jako pusty podzbior iloczynu kartezjanskiego niepu-
stego zbioru A, oraz (b) relacje uniwersalng, okreslona jako najwiekszy (pely) podzbior
A x A (kazdy element A jest w relacji z wszystkimi elementami A). Ktore cechy (Z, PZ,
S, AS, P) posiadaja te relacje? Zaloz, ze A jest zbiorem czteroelementowym. Narysuj
wykresy relacji pustej oraz uniwersalne;j.



4. Podaj dowolny przyktad “z zycia” relacji rownowaznosci i zwiazanej z nig klas abstrakcji.
5. Ry i Ry oznaczaja relacje dwuargumentowe okreslone na zbiorze A.

a) Pokaz, ze Ry N Ry jest zwrotna, jesli Ry i Ry sa zwrotne.

J
(b) Pokaz, ze Ry N Ry jest symetryczna, jesli Ry i Ry sa symetryczne.
(c
(d

e) Czy jesli Ry i Ry sa przechodnie, to Ry U Ry musi byé przechodnia?
a

)
)
) Pokaz, ze Ry N Ry jest przechodnia, jesli Ry i Ry sa przechodnie.
) Czy jesli Ry i Ry sa zwrotne, to Ry U Ry musi by¢ zwrotna?

)

6. Niech n|z oznacza, ze x jest podzielne przez n n dzieli x bez reszty). Podaj klasy abstrakcji
relacji dwuargumentowej okreslonej na zbiorze N jako 2Ry <= 3|(z — y).

[Przypomnienie: reszta z dzielenia x przez m nazywamy najmniejsza liczbe r € N U {0},
dla ktorej x = km +r, x,k,m € N.|

7. Przeciwobrazy. Udowodnij, ze f~' (AN B) = f~1(A) N f~1(B).

8. * Wiemy, ze obrazy speliaja wlasnos¢ f(AN B) C f(A) N f(B). Znajdz kontrprzyktad
dla stwierdzenia f(AN B) = f(A) N f(B). Wskazéwka: probuj funkcje niemonotoniczne.
9. Wyznacz f([0,1] oraz f~((0,%) dla f(z) = 3 + 2arcsin(z).

2

10. Niech f(z) = cos(z), g(x) = €”, h(z) = \/z. Podaj wzory na zlozenia fogoh, goho f,
hofog,gofoh,hogof, oraz fohog.

11. Narysuj (tj. naszkicuj) wykres dowolnej funkcji f(z), a nastepnie wykres funkcji f(z +a) + b
dla kilku wartosci liczb a i b.

12. Narysuj wykres dowolnej funkeji f(z), a nastepnie wykres funkeji a f (bz) dla kilku wartosci
liczb a i b.

13. Podaj dziedzine i przeciwdziedzine funkcji R — R

(a) sin(z + 1)

(b) y/sin(2)

¢) sin(arcsin(x))

(
(d) arcsin(sin(z))

e) loglog(x + 1)
f

T

8

)
)
)
)
(e)
(f)
[log = Inz oznacza logarytm naturalny.]

az+b

wrr gdzie xw € R, oraz ad # be, jest injekcja.

14. Pokaz, ze funkcja

15. Znajdz przeciwobraz przedziatu [1/2,2) wzgledem funkcji sinus.



16.

17.

18.
19.
20.
21.

22.

23.

Znajdz funkcje odwrotne do

(a) y =1—2arccos I dla z > 0
(b) Y = 3z+2

() y=y/z+Ldlaz>1

Rozwaz funkcje f zadana wzorem f(z + af !(z)) = x dla z € R. Wyraz f(x) w postaci
“zwyklego” wzoru, podajacego f(x) jako wyrazenie zawierajace jedynie x i a. Dla jakich
a zadanie ma sens?

Pokaz, ze (f o g)™' = g ' o f~1. Sprawdz na przyktadzie.

Pokaz, ze wykresy funkcji y = f(x) iy = f~'(x) sa symetryczne wzgledem osi y = .
Narysuj wykres funkcji 2cos(2z) dla z € [0, 7/2], a nastepnie wykres funkcji odwrotne;j.
Funkcje cyklometryczne. Narysuj wykres funkcji

(a) arcsin(sinz)
(b) arctg(tgr)
(c)

)

(d) tg(arctgr)

sin(arcsinx)

Wyznacz dziedziny funkcji R x R — R:

(a) f(z,y) =logzy
b) =T —2

—1
(c) 2 =arccos 5

Naszkicuj wykres funkcji

P
—.

I+]z =1+ 1 -]z —1]

VA

(a) y=2—1
(b) y =z —1|
(c) y=a2>—1
(d) y=l2* =1
(e) y=logx
(f) y=logz|
(g) y=2""
(h) y =21
(i) 1+ ]z —1

)

)
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—



