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Mini-kompendium pochodnych i catek

Niniejsze notatki wyjasniaja intuicyjnie i po krotce czym jest pochodna i catka. Te pod-
stawowe wiadomosci potrzebne sa dla Sledzenia réwnolegtego wyktadu z fizyki, natomiast caty
ponizszy material zostanie systematycznie, Scigle i duzo szerzej wyltozony w dalszym kursie
analizy matematycznej.

1 Pochodna funkcji w punkcie

Rozwazmy funkcje f : R — R, tj. funkcje przyporzadkowujaca liczbie rzeczywistej liczbe rzeczy-
wista. Zakladamy, ze funkcja ta jest na tyle gladka (poznamy niebawem, co to matematycznie
oznacza), ze wszystkie wzory w tych notatkach maja sens. Wezmy na przyklad f(z) = 2? i
rozwazmy dowolny ustalony punkt zy oraz punkt x; = z¢+ Az, gdzie Ax = 1 — xq jest réznica
21 1 x9. Ilorazem réznicowym nazywamy wielkosé

f(x1) = f(wo)  flwo+ Ax) — f(fo)'

T — Xo Az

Na przyklad dla f(z) = 22 iloraz roznicowy w punkcie xy wynosi

(vo + Ax)? — 23
Ax '
Nastepnie bierzemy coraz mniejsze Ax, czyli coraz blizsze sobie punkty x; i zy. Taka procedure

nazywamy granicg i oznaczamy jako lima,_o lub lim,, ..
Pochodna funkcji w punkcie z,, oznaczona jako f’(z), to z definicji nastepujaca granica

ilorazu réznicowego:
. flzo+ Az) — f(x0)
/ —
fi(wo) = fim, Az ‘

Jako przyktad policzmy pochodna funkcji f(x) = x* w punkcie zy = 1. Iloraz réznicowy wynosi

(1+Az)2—1?2 1+42Az+ (Az)2 =1 2Az+ (Az)?
Ax N Ax N Ax
W wyniku pojawita sie suma liczby 2 oraz Ax. Nastepnie, zgodnie z definicjg pochodnej, bierze-
my coraz to mniejsze Az, czyli lima, .o. Powoduje to, ze przyczynek Ax na koncu powyzszego
roOwnania jest w oczywisty sposob coraz mniejszy, tj. dazy do zera i mozemy go zaniedbac. Z
pomoca symbolu granicy piszemy wiec

=

=2+ Ax.

lim (2 + Ax) = 2,
Az—0

tj. pochodna funkcji f(x) = 2? w punkcie zy = 1 wynosi 2, czyli f/(1) = 2.
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Wtasnie policzyliSmy pochodnag w punkcie zy = 1, ale oczywiscie mozemy ja policzy¢ w
dowolnym punkcie z. Funkcja pochodna lub w skrocie pochodna funkcji (a nie pochodng
funkcji w punkcie) nazywamy funkeje, ktora danemu punktowi z € R przyporzadkowuje wartosé
pochodnej funkeji f w punkcie x. W naszym przyktadzie pochodna funkcji w dowolnym punkcie
T wWynosi

2 _ 2 2 2 _ .2 2
fl) = Alimo (x + AAx) z? Alimo x? + QxAxA—i- (AP -z _ Alimo QxAx;— (Ax)
z— T z— x z— T
= AlimO(Qx + Az) = 2z.

Zatem funkcja pochodna dla funkeji f(z) = 22 to funkcja f'(z) = 2x.
Notacja: piszemy rownowaznie dla funkcji pochodne;j

pw) = T i @yjar = afjar = & pia) = 1) = O)
oraz dla pochodnej w punkcie g
ro=T2 = hw

df(x)

Zalecang notacja jest dfdac . Pochodna po czasie t oznaczamy niekiedy (za Newtonem) jako f(t).

Obliczanie pochodnych nazywamy rézniczkowaniem.

2 Interpretacja geometryczna

Rys. 1 pokazuje interpretacje graficzna pochodnej funkcji f(z) w punkcie z( jako tangens kata
nachylenia stycznej do wykresu f(x) w punkcie zo,

f'(z0) = tga.

3 Funkcja pierwotna, czyli calka nieoznaczona

Funkcja pierwotna do funkcji f(z) nazywamy taka funkcje F(z), dla ktorej

F(z) = f().
Na przyklad dla f(z) = 2z mamy przez odgadniecie F/(z) = 2%+ C, gdzie C jest dowolna stala.
Istotnie, tatwo sprawdzamy, ze

F(z+ Ax) — F(x) 2? +2zAz + (Ax)* +C — 2?2 - C

/ - . - .
F (Z‘) o Alzlxrilo Ax o Algilo Az
= Alimo(23: + Az) = 2z.

Funkcje F'(z) nazywamy tez caltka nieoznaczona (synonim funkeji pierwotnej) i zapisujemy
jako
F(z) :/dxf(x) :/f(x)dx:/fdx.
Znajdowanie calki nieoznaczonej (catkowanie) jest operacja odwrotna do rozniczkowania.

Istotny jest fakt, ze funkcja pierwotna wyznaczona jest z dokladnoscia do statej, tj. zawsze
mozemy do F'(x) doda¢ dowolng stala.



S (Y
A =T Ax

Rysunek 1:

4 (Calka oznaczona

Rozwazmy wykres funkcji f(x) na przedziale [a, b], jak na Rys. 2. Definicja geometryczna: catkq
oznaczong nazywam sume pol miedzy wykresem dla f(x) > 0 a osia = (zaznaczone jako +)
minus sume pol miedzy wykresem dla f(z) < 0 a osia  (zaznaczone jako —). Calka oznaczona
oznaczam symbolem

[ sz,

gdzie a nazywamy goérna a b dolna granicg catkowania. Zmienna x nazywa si¢ zmienng cal-
kowania. Wezmy teraz dowolny punkt z € [a,b] i rozwazmy tzw. funkcje gornej granicy
calkowania,

Jak widaé¢ z Rys. 3,
dG(z) G(z+ Az) — G(2) . pole zakreskowanego trapezu
= lim = lim =...

dz — Az—0 Az Az—0 Az

Pole zakreskowanego trapezu to, jak pamietamy z geometrii, Az(f(z) + f(z + Az). W granicy
Az — 0 mamy zatem lima. 5(f(2) + f(z + Az) = f(2), a wigc pole zakreskowanego trapezu

3



Rysunek 2:

Rysunek 3:

dazy do Azf(z). Kontunuujac przerwany rachunek, dostajemy

= lim f()Az _ (2).

T Az—0 AZ o

Tak wiec G'(z) = f(2), tj. funkcja gornej granicy calkownia jest funkcja pierwotna do f(z),
czyli G(z) = F(z), a co za tym idzie dla z = b

/ab f(a)dz = F(b) + C.

Nie jest to jeszcze petlny wynik, bo funkcja pierwotna wyznaczona jest z doktadnoscig do stalej
C. Stala te wyznaczamy z warunku

co jest oczywiste, bo dla b = a pole pod wykresem wynosi 0 (nie mamy zadnej figury). Z drugiej
strony



zatem F'(a) +C =0, czyli C' = —F(a) i ostatecznie

Jest to tzw. podstawowe twierdzenie rachunku catkowego. Czesty zapis to powyzszego
wzoru to

[ fwyar = F@)l, = P

Procedura obliczania caltki oznaczonej polega wiec na obliczeniu calki nieoznaczonej i wziecia
jej roznicy miedzy gorna i dolng granicg catkowania. Zauwazmy tez, ze zmienna catkowania x
nie wystepuje w wyniku (jest “Slepa”) i mozemy x zastapi¢ dowolnym innym symbolem: ¢, z,
2/, itd.

Przyktad: policzmy pole trojkata z Rys. 4. Mamy f(x) = 2z, dla ktorej jak pamietamy
F(z)=2*+C.

1
2ede = 2 =1-0=1. (1)
0 0

Rysunek 4:



