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���	����� ��� xi� ������� ������ ��� ai� ���	� i = 1, 2, . . . , n ������� ������������ ��$�"
���� ������������� � ���	�	� ���	������� ������ �	����� � ������	 �������� ���� �	%�
����%��
�
 �����	���	�#! �� ����� &������ �����	 � ���$��� �������'

ai ←→
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a1

a2
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an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ()*

+��	��� m × n ��� �������� ���������	������ ���	� �	������ ������	� ������� �	����� �
����	 ��������

Mjk ←→
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M11 M12 . . . M1n

M21 M22 . . . M2n
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Mm1 Mm2 . . . Mmn
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i=1
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M21 M22 . . . M2n
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 	 ������ �� ������	� �������!� ���
Mjkak� Mjtat� 	��� ������	� j �	� ��� #����� ����� ���������� 	 ������� ��$����
 ��������
����� ������� � ���	�� ������	� ������� a ����� ���	��� m� 0������ �������� � �� �����	
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aibi = �a ·�b. (1*

)
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AijkBismCjm. (2*

� ��� �����$���	� �������
 �������	� �� i� j 	 m� � k 	 s �
 ������	���	 ����������
�
/����� ��� ���������� � ����� ������	���� �#�	

A...ij... = A...ji..., (3*

� ���������������� �#�	

A...ij... = −A...ji.... (4*
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 �����	��
� �� ������ ���������	���� ���5�	����� ���

δij =

{
1 dla i = j
0 dla i �= j

(6*

� �����	 ���	������ δij �����	��� �� ������ ���
���� �����	�����

δij ←→

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
���
���
� � �

���
0 0 . . . 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (7*

8 ��5�	�	 ���	�� �������	���� �� ����� 9��������� ��� �������� 	������������ δij = δji�
8�%���	� � �������� �������� ���

δijA...j... = A...i..., ():*

����	 ����%��� ������
�
� ������	�� j �� i�  ���� ��� �����	���'

δijA...j... =
∑
j

δijA...j... =
∑
j �=i

δijA...j... +
∑
j=i

δijA...j... =
∑
j �=i

0 · A...j... +
∑
j=i

1 · A...j... = A...i.... ())*
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δii =
n∑

i=1

δii =
n∑

i=1

1 = n, (),*

���	� n ��� ���	���� ����������	�
/������� ��;	"<	;	��� �������� ������ � ������ ������	���� (��� �	���� ���	���� n = 3*
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ε123 = ε231 = ε312 = 1,

ε213 = ε321 = ε132 = −1,

εijk = 0 dla innych i, j, k. ()-*
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������	���'

εijk = −εjik = −εikj = −εkji. ()1*

&������� ������ ����	���	� ���������! ������	�	'

εijk = εjki = εkij. ()2*

/����� ��;	"<	;	�� �$��� �� ������ �������	� �� ��������	�� �	������� �������� ��5�	�	
	������� ����������� ��������'

(�a ×�b)i = εijkajbk. ()3*

0�����	�� 	������� ������ ����� �������	� (��� ����	�%=* �����

(�a ×�b)1 = ε123a2b3 − ε132a3b2 = a2b3 − a3b2,

(�a ×�b)2 = a3b1 − a1b3,

(�a ×�b)3 = a1b2 − a2b1. ()4*
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εijkεilm = δjlδkm − δjmδkl. ()6*

 ���� ����� ������! ����� �������	��	� �������������� �����#�	 ������	���� 8 ����������
����� ���	�� �������	���� �� ��������� �� ����� 	 ������ ������	���� ���

εijkεijm = δjjδkm − δjkδjm = 3δkm − δkm = 2δkm,

εijkεijk = 2δkk = 6. ()7*

>�#�	 ������	�	 �$����� �
 � 	��� ������#�	� �� ���	��� ��������	��� � � �����
 ������
()2*�
? ����� �	��� ���������� ������������� �����
���� �	$% 	 ���������% �����	 ��������� �

���������� �������	������� &��	���� ������� 	������ ��������� �a× (�b×�c)� @�������� ���
��$����
 i ���� ���������� � �������� ���� �������

(�a × (�b × �c))i = εijkaj(�b × �c)k = εijkajεklmblcm = εkijεklmajblcm = (δilδjm − δimδjl)ajblcm

= ajbicj − ajbjci = (�a · �c)bi − (�a ·�b)ci, (,:*

����	 � ���	�	� ����������

�a × (�b × �c) = (�a · �c)�b − (�a ·�b)�c. (,)*

&�����	�

(�a ×�b) · (�c × �d) = (�a ×�b)i(�c × �d)i = εijkajbkεilmcldm = (δjlδkm − δjmδkl)ajbkcldm

= ajcjbkdk − ajdjbkck = (�a · �c)(�b · �d) − (�a · �d)(�b · �c). (,,*
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.� ���	�� ��# � ���������	� .	��� ∂i = ∂/∂xi� +��� � �����	��� ������

∂ixj = δij. (,-*

A���	���� ���������� 	 ������ ���5�	����� �
 ���

�∇φ, �∇ · �a, �∇× �a. (,1*

+��� �	%�

�∇ · (�∇× �a) = ∂iεijk∂jak = 0, (,2*
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(�∇× �∇φ)i = εijk∂j∂kφ = 0, (,3*
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