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Mini-kompendium rachunku tensorowego

Luzno mowiac, tensorem jest obiekt ze wskaznikami ¢, 7, k,...«,5,... =1,2...n, gdzie
n jest wymiarem przestrzeni. W przestrzeniach nie kartezjanskich rozrézniamy wskazniki gorne
i dolne, ale o tym kiedy indziej. Dla przestrzeni kartezjariskich nie musimy robié¢ tego rozroz-
nienia i mozemy pisa¢ wskazniki na tym samym poziomie. W szczego6lnosci wektor potozenia
zapisujemy jako x;, dowolny wektor jako a;, gdzie ¢ = 1,2,...,n oznacza poszczegOlne skta-
dowe przestrzenne. W zapisie macierzowym wektor piszemy w postaci kolumny, mamy wiec
nastepujaca odpowiednio$¢ do znanej Panstwu notacji z wyktadu algebry:
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Macierz m x n jest tensorem dwuwskaznikowym, gdzie pierwszy wskaznik numeruje wiersze a
drugi kolumny,
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Mnozenie tensorow (inaczej zwezenie) polega na sumowaniu po powtarzajacym sie wskazniku,
np. iloczyn macierzy i wektora to
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Poniewaz suma zawsze odnosi sie do powtarzajacego sie wskaznika, mozemy opuscié¢ znak sumy.
Nazywa sie to konwencja Einsteina o sumowaniu: kazdy powtarzajacy sie wskaznik
sumujemy. Tak wiec powyzsze wyrazenie piszemy po prostu jako M;;a;. Wskaznik, po ktérym
sumujemy nazywa sie §lepym wskaznikiem sumowania i mozemy go dowolnie oznaczaé, np.
M;ra, Mjae, itd. Wskaznik j nie jest Slepy, tylko zewnetrzny i oznacza sktadowg wektora,
ktory powstaje w wyniku mnozenia wektora a przez macierz m. Iloczyn skalarny w tej notacji
to



W og6lnosci bedziemy mie¢ do czynienia z wyrazeniami typu
Aijk BismClim- (5)

W tym przykladzie wystepuja sumowania po 2, 7 i m, a k i s sa wskaznikami zewnetrznymi.
Tensor jest symetryczny w parze wskaznikow, jesli

a antysymetryczny, jesli
A .= A ji. (7)
Delta Kroneckera' to tensor dwuwskaznikowy zdefiniowany jako
1 dlai=y
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W notacji macierzowej d;; odpowiada po prostu macierzy jednostkowe;
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Z definicji wynika natychmiast, ze delta Kroneckera jest tensorem symetrycznym, 6;; = 0;;.
Zwezenie z dowolnym tensorem daje

SiA = A, (10)

czyli nastepuje “podmiana” wskaznika j na ¢. Dowod jest oczywisty:

6@]14] = 262314 ...... Z 51]14 ...... + Z 51]14 ...... = Z 0- A] + Z 1. A] = Az (11)
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Wreszcie
b= 6u=> 1l=n, (12)
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gdzie n jest wymiarem przestrzeni.
Tensorem Levi-Civity? nazywamy tensor o trzech wskaznikach (dla liczby wymiarow n = 3)
zdefiniowany jako

€123 = €931 = €312 = 1,
€213 = €321 = €132 = —1,
€jxr = 0 dlainnych ¢, 7, k. (13)

'Leopold Kronecker (1823-1891), matematyk niemiecki.
2Tullio Levi-Civita (1873-1941), matematyk wtoski, znany z prac dot. rachunku tensorowego i réwnan réz-
niczkowych.



Tensor Levi-Civity jest catkowicie antysymetryczny, czyli jest antysymetryczny w kazdej parze
wskaznikow:

€ijk = —€jik = —€ikj = —E€kji- (14)
Ponadto, mozemy cyklicznie permutowaé¢ wskazniki:
€ijk = €jki = €kij- (15)

Tensor Levi-Civity stuzy do przede wszystkim do eleganckiej, niezwykle wygodnej, definicji
iloczynu wektorowego wektorow:

-

(d’ X b)z = eijkajbk. (16)

Istotnie, inspekcja ukazuje znane wszystkim (mam nadzieje!) wzory

(5 X Z_)))1 = €123a203 — €132a3by = asbs — asby,
(5 X g)g = &3b1 — albg,
(C? X 5)3 = a1b2 — agbl. (17)

Najwazniejszym wzorem do zapamietania jest wzor na kontrakcje dwoch tensordéw Levi-
Civity:

€ijk€ilm — jl(skm - 5jm5k1- (18)

Dowo6d mozna uzyskaé przez podstawianie poszczegolnych wartosci wskaznikoéw. Z powyzszego
wzoru wynika natychmiast, ze kontrakcja po dwoch i trzech wskaznikach daje

€ijk€ijm — 5jj5km — 5jk5jm = 35km — 5km — 25km7
€ijk€ijk = 20k; = 6. (19)

Jesli wskazniki utozone sa w innej kolejnosci, to najpierw przestawiamy je z pomocag wzorow
(15).

A teraz kilka zastosowan praktycznych, ukazujacych silte i prostotote notacji tensorowej w
rachunkach algebraicznych. Policzmy podwojny iloczyn wektorowy @ x (5 x €). Rozwazamy jego
sktadowsa i oraz korzystamy z podanych wyzej wzoréw.

(@x (bx©)i = €5ra;(bxX k= €jxi€rimbiCm = €kij€kim@;ibiCm = (010jm — dim0j1)a;bicm,
= ajbz-cj — CijjCi = (C? Ejbz — (C? . E)CZ‘, (20)
czyli w zapisie wektorowym

ax (bxé) = (@ -ab— (@ b7z (21)

Podobnie

-, -

(C? X b)z(éx d)z = eijkajbkeilmcldm = (5j15km — 5jm5kl)ajbkcldm
= aje;bpdy, — ajdibper, = (@- &b -d) — (@-d)(b- o). (22)
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Na koniec co$ z pochodnymi. Niech 0; = 9/0x;. Mamy w oczywisty sposob

Gradient, dywergencja i rotacja zdefiniowane sa jako

<l

Vo, V-d, Vxa. (24)
Mamy wiec

ﬁ . (ﬁ X 5) = @-eijk@j@k = 0, (25)

poniewaz symbol 0;0; jest symetryczny (pochodne mieszane sa roéwne jesli pierwsze pochodne sg

ciagle), a zwezamy go z antysymetrycznym tensorem Levi-Civity. Oznacza to, ze dywergencja
rotacji wynosi 0. Podobnie

(6 X 6@5)1 = eijk(?j@kgb =0, (26)

czyli rotacja gradientu wynosi zero.



