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Powierzchnie kawatkami gtadkie







Catki wielowymiarowe (powtorka)

Uogolnienie calki Riemanna:
P=[a,b]x[a, b x..x[&, b]
IPF b -a)l.lo,-a,)

5=\ -a)+..+ (b, -a,)

Dokonujemy podzialu prostata

m=inf{ f(X: xUR, M. sup{ f(3: xOR
s=m|R|+.+m R |, M, P .+M, |R |
Rozwaamy normalny 4, — 0) aig podzialow

s =lims, - calka dolna, 5= lin§, - calka gérna funkéji na palstie P

Nn— oo N — oo

Jeelis =S to wielkos te nazywamy wielokrots calka Riemanna

Notacja: _U dxdy f (X,Y), _m dxdydz g (x,y,z)




Catka iterowana

P=[a,b]x[a, b]
b, by by b,
j dy[ j dx f (x, y)], j dx( j dy f (x,y)J— calki iterowane

& 2] a,

Tw. Fubiniego: Jeeli f : P - R jest cagla, to obie calki iterowane séwne

=

calce Riemannaﬂdxdyf X(y, ).
P

(analogicznie dla wkszej liczby wymiarow)

Przyklad:P = [0,1k [0, 2]

gd"dy (y+2) :idX[:dy (x°y+ 2)} =idx ()(22y2 + Zy*y=0 :idx (2¢ + 4):%+ .
_EdYGdX By + %dey(isy+2x)xzo:de(%+2):%+4




Catki po dowolnym obszarze

AOR"
{ f(x) dlaxd A
F(X) =
O dlaxOOP \A
¢, [a,bl - R
A={(x y):asx<sh ¢(X) <y<y (X} - zbior normalny wzgédem Ox

Tw. Jezeli f : A - R jest cagla, to jest calkowalna, oraz

b ¢(x)

[ dxdy f (x,y)=[dx [ dyf(x,y)
A a 94X

Przyklad:
A={(x y):0 <x<1, 0<y<1-x}- trojkat

1

” dxdy xy = Idxlj-x 5509 :J: dX% (1- X)X = =

A 0 0




/Zastosowania catek wielokrotnych

V :j_/[jdxdydz

A={(xVY,2: %Yy x=20,x+y+z<1}

X,y —ustalone= z< £ x-vy

X — ustalone, szukamy najgkszego maliwego y: y< 1I-x-z,
poniewa najmniejsze= 0= y< 41X

1 1-x 1-x-y 1 X 1
\Y; :_[dx_[ dy I dz:_[dx_[ dy(l—x—y):_[dx{(l—x =
0 0 0 0 0

0

(1-x)°

Jest to tzw. objetéssympleksu. Wh  wymiaracii :1I
n!

}:1

o |




Srodek ciezkosci

__ 1
X=—
| Al
__ 1
X=—
IV

' xdxdy y——

A

_[ X dxdydz,

\Y

|A TR

Z=

” y dxdy — figura 2-wym.

|71 j _[ j zdxdydz—- bryla

Obijetost bryly obrotowej powstalej w wyniku obrotu
regularnego zbiordh wokol OX/|= |nﬂ y dxdy
A

. 1
Reguly Gildina: V £ 2 A |,/7:|—A|_Uydxdy ,
A

Dla torusaV 3 2a 7r?

Podobnie dla powierzchni powstalej w wyniku obrltku mamy

B
ISI= 2€ |L |, ¢ :ﬁj ydt - odleglosc srodkaai{osciluku od osi obroti

Dla torssa |S¥ 2a 2r




Pole powierzchni

Pole powierzchni réwnolegloboku rozfego na wektorach a i |
WYNOSi S=~*a< *t) . Z rysunku wynikae

a=(dx,0,fdx), b= (0dy fdy), zatem

]k o
S=lldx 0 fdx as
0 dy fudy ' o

= \—ffxdxdy ~ Jf dxdy + l%dxdy\

= J1+ £.2+ f 2dxdy |




z=1f(xy), (x,y)UA

ISE| Aj dxdy\/ 1+ (%jz J{ZLJZ

Wzor wynika z konstrukcji przybiajac
infinitezymalnymi rownoleglobokami

Przyklad:
f(xy)=1-x-y
A={(x y):xy=20,x+y<l}

J3
2

S [[ dxdy~/3=




Zamiana zmiennych - dyfeomorfizm

9(b)

Pamitamy, ze dla jednej zmlennejj‘ dy f y(3 j dx f @(xNP'(X), V= (X)

¢(a)

Tw. bijekcjag X OR" - YOR" klasy€ @ #™" ciagle

0%
J(X)=]| :

0%,

Wtecy

| 0

o.Y.o

[ @ (. X), .

o.).(o

%, .

99,
0x,

09,

ox,

#0 — jakobian przeksztalcenia

(Dowod: RR)

LY, Ay, .y, =
P & oo X NP Xy % )X dXx, LY =0 X eX)



Podstawowe uktady wspotrzednych

Wspotrzedne biegunowe (osiowe)

d:R* - R
® X(r,®) :
o(r,g)=| *|= , X=r COop,y=r Sip
®,) \y(r.¢)
_ r(xy)
dY(x,y)= ;I =X +y? ,q0=arct9Y
A%, Y) X
ox ox
, o o0 Cosp T sinp
o= - 0|=|
oy oy sing r cosp
or 0@
COS®Y —r Si
J=|" =r [axdy f x(y 3[rdrdef x(x(@ ¥.1(@))
sing r cosp

Homeomorfizm regularny diaz 0gd ® '= 2. Dlar = 0 jest osobliwésbo w tym
punkcie nie mgna okresk kata




Przyklady:

dxdy j rdrdqa j jzndqa RO 7

XJR\/X'Fy

e j
x2+y25R2
| =Ilim|
0 R_ oo R
Iw:jdxe

eV dxdy = j e rdrdg= Zinrdre'r2 =—7re"
r<R? 0
=77
00 00 2 00
= j dy e =U dx e‘xzj = jdx e* =Jn

Catka Gaussa

r=0




Wspodtrzedne eliptyczne
X = ar cos@
y =brsing

2 2
X—2+§:r2, J=abr
a

Wspotrzedne walcowe (cylindryczne)

y=rsing
Z=2
Jd=r

Liniowa zmiana skali
X =ax'
y =by’
z=cz'
J =abc




Wspotrzedna sferyczne (kuliste)

O:R . R

X=rsiné cosp

y =rsingsing

Z=rcosf

60][0, 1] - kat osiowy(szerokasgeoqr.),
@U[0,2m) - kat biegunowy (azymutalny, dlugégeogr.)

sindcosp r co® cog -r St s
®'=| sinfdsing r co¥ sip r s cag
cosf —r sing 0
J=r’sind
r=0=rz®d'=1- w srodku kuli nie mima okresk katow
6=008=m=rz® '= 2—- na biegunach nie mta okrel¢ kata @




Przyklad:

Objetost kull
V = m dxdydz:Tdrfdezj”dmzsinezfdrfd cosﬁzfdmzz
x2+y?+22<R? 0o o0 0 0o -1 0
(d cosd = - sirgdd )
Srodek atzkosci polkuli:
j” Z dxdydz
_x2+y§:%2<R2 _ 1 Rd n/2d92ﬂd 2 sing -
n= m, vz _Z;TR3£ r!) !) @r°singdr cod =
x2+y;:62<R2 3
o< Tdridcos@zjﬂd r’ co® = 3 R1 2r——3R
2Ry Rad R 427 8

LA af
3




Rownanie prostej i ptaszczyzny




Ptaszczyzna styczna

Rozwazmy powierzchnie gtadkg o rownaniu f(x,y,z)=0 w okolicy (X, Yo, Zo)-

of of of
f(x, +AX Y, +Ay,z,+Az) = 0=—/,ox AX+—| _ Ay+—| - AZ
(XO yO y 0 ) OX y:);(; ay - );(:) y 62 " );(;
=4 7=z, =4
Dla punktow na plaszczyie (Ax,Ay Az)=K (X -X, Y~ Y, Z— Z, ), WEC
of of of
x=x (XTX0) +——xmss (Y~ Yo) ¥ 7|y, (272) =0
x| ayy;’) Yoy
=7, z=2, z=7,
Wektor of — ,af -~ of jest prostopadly (normalny) do
X y=y, ayy " 62
=4 z=z, Z= Zo

powierzchni w punkciex{ y, z, ).




Prosta prostopadla do powierzchni w tym

punkcie ma wgc rownanie parametryczne
( \

of t+x, of
- . — i
0X Y=Yo

| = S

(X,2,y) =

Dla sferyf = x*+ y*+z°—R?,wic prosta postopadla ma réwnan
(%,2,Y) = (22Xt + Xy, 2yt + Yo, 27 +2,)




Plaszczyzna styczna do powierzchni w punkcie pgesstrzeni liniowa.

Niech® VOR* - R",¢e g,,..6 tworzbaz wR", orazy=® ).
Wtedyu =@ ' e twora baz w przestrzeni stycznej.

Przyklad:
X 1 O
Dla powierzchni danej jak® x(y, 9| Vv mamy |[= 0 |1 ,
f(X,Y) f. f,
1 0 1 1 0 0
1 0
u=d'g=| 0 1 (O]: O|,v=d'¢e=| O 1[1j: 1
f f f f f f




Orientacja

Rozwamy bazy w przestrzem* :v( ,v,, )oram( Ww., ). Bézyowiazanes

przeksztalceniem liniowym; = > a,v, , przy czym musi zachodazarunek|al # 0 aby
=1

zachowa liniowa niezalenosg. Jexd \a\ >0, to mowimyze bazy § zgodnie zantowane

a gdy| a< 0, to méwimye s, zorientowane przeciwnie.

Dlak =1 mamy jeda baz jednoelementowv, =1 i drugs w, = -1.

1 0 0 -1
Dlak = 2 przykladowe bazy, = (0} V, = (J | bazaw, = (J W, :( j )

0
. . . 0O 1 _
powiazane przeksztaceniem o mameazs;/[ . O] , zatem a 1 O idazy

0 1 0 1
zorientowane zgodnie, natomiast dla bzm;y:(lj u, :,(Oj a:(l Oj | |=-d<0,

wiegc ta baza jest zorientowana przeciwnie do poprobdi@rientag bazy kanoraznej
nazywamy prawoskreinzorientowan dodatnio).




Wektor normalny

Niech M kedzie powierzchni dwuwymiarove w R®, T, plaszczyzp styczra do M
w punkcieX , a wektoryd vV, ) bama plaszczinie stycznej. Wektor normalny defifjamy

—

., uUxv . : :
jakon = ‘q q‘ . Wektor ten wskzuje zewastrzng (wewretrzna) stron powierzchni
UXxV

orientowalnej jesli baza jest prawostkra (lewoskgtna).
c. d. przykladu:

1 0 U,V, — ULV, —f, —f,
d=| 0|, v=| 1],0xv=| uy,-uy, |=| -f, |, Aiz—t | -
f ) f J u3vl_ulv3 1y ) \/fxz_l_ fy2+1 1)’
X y 172 271
Dla gornej pélsfery:\/Rz—xz—yzzz ,fxz—f fy——l i = 1
7 7 \/x2+y2+22

Dla dolnej polsfery = —\/R2 —x*-y*=z wynik taki sam ¢




Nieco inne wyprowadzenie:

ax b=—if dxdy — jf dxdy + kdxdy
=(—f,,—f,,1) dxdy

Po znormalizowaniu
axb _ 1

n= (-f.—1,,1)

axl 1+ 1241




Powierzchnie orientowalne (majq strone wewnetrzng i zewnetrzng)

Wstega Mdbiusa Butelka Kleina




(M.C Escher)

x:(R+scos%)co$ Y= R+s cotg )sin z=s SJ%I

t [0, 2mr), si[-w,w]




Catka krzywoliniowa zorientowana

F=(F,F,,....F), C-krzywa gladka
I :jFldx1+ Fdx,+...+ F dx, :J.IE@(
C C

|c1+<:2 —lc, T lc, . =-l¢
Tw. Calkal . nie zaley od parametryzacji krzywe]

D: §i(t) = X(#(t)) = [F(y) @y = [ F (V(t))%'dt =

b Py B A . .
= [Froon 2 L= F oo H P ag = [ (0

(w konkretnej parametryzacji staje 2wykla calka Riemanna)
Przyklad:C x @)= cow y ¢ ¥ sipm @l [Gr ]| (poloky o promieru jednostkowym

szdx+(x—y)dy:]T[COSZ¢d(CO&KD)I- cospdy- si@d (sip H
C ¢=0

T

_COS ¢ s

3




Catka krzywoliniowa niezorientowana

‘]C = -C
Tw. Zwiazek z callg zorientowan:

[Fx=[Fds, F. =F2+..+F2 coxr @— Wkt miedzydx iF
C C

Zastosowanie (fizyka): prada = j F.ds= j Fax+F dy+F,dz
C C

C:x=acosp,y=b sinp, @] [O,%T } ¢wiartka elipsy

—kx
F :( ky] — sprzyna zamocowana w srodku
dx = asingdg, dy = b cogay ,Fdx+F dy =k & -b* )sip cogdyp

7l 2

W =-k(a’ ~b) [ cospd (cog yg 8 -b%)




Nabla, operator Laplace’a i dywergencja

Operator to funkcja, ktora funkcji przypagkowuje funkcg.

Nablal]
Operator Laplace'a (laplasjan)

A=0,0,=> 0,0 =07 +85+..+87 =0
i=1

0° f 0° f

+ .4
ox,° 0x °
f(X,y)=x"+y*+x°, Af =4+ 6
Dywercgencja: gt O R" - R" (pole wektorowe)

Af (X, ..., X )=

G(xy,2)=| 2y |,0@ =1+ 22 +xy
XyZ




Elementy rachunku tensorowego

Delta Kroneckerad. =

1)

1 dlai = j

0 dlai # |
tensor symetrycznyg, =9; &, =n (wymiar przestrzeni)
SA =A 05 _ =3

..... Ox.

Pseudotensor Levi-Civity (w 3 wymiaracia),
123 = €91 = E317= L, € 33 = E3y = €13,= —1, pozostale = 0
tensor calkowicie (we wszystkich wskakach) antysymetryczr
=0,0m O+ EixEim = O Ejix = 6

Ijk |Im ijm i

lloczyn wektorowy (&b )= &a,b,

]k
a, 4a
bz b3

rownowany zapis: ab =

w

&
o




‘E‘ijkajgklmq Cn = gkijgklmajhcm = (5iI5jm - 0,0 )ajhcm

imjl

=0,0,,a,h¢, _a-ima-jlajhcm = ajCjbl _ajbjcl

jm—j

ax(Bxe):(am)B—(a[ﬂ‘i)e

& BEnG A = (90, — 99 )a b6 dy, = a;ch d, —bc;a.d,
(axb)fexd) = (ar)(b ) - () (b e)




Rotacja

f.UOR - R
rotf =0 f, (rotf)_:qjkajfk

ai‘c:ijkaj fi =€ijkaiaj fi, = _‘gjikaiaj fe=0 o )= _‘c"ijkajai f= _gijkaiaj f
0,&,0,f, =0
div (rotf )= 0

rot gradf = O

0, (u(X) f; (X)) = f.o,u+uo, f
div (uF): f Mu+u O = f@graﬂu+u divf




Tw. Greena

Krzywg zamknigtq nazywamy konturem. Niech kontur C bedzie brzegiem
zbioru D. Kontur jest zorientowany dodatnlo jesli okala zbior D w taki
sposob, ze D znajduje sie ,,po lewej stronie”.

Zbior normalny D wzgidem osiOx to zbior dagy sk zapisa jako

D={(x y): (¥ sy=1,(X), xU[abl}, f, f;[al] - R

Zbior normalny D wzgidem osiOy to zbior dagy sk zapis& jako

D ={(x ¥):a.(y) =x=g,(y), xU[c,d]}, g, 09,:[cd] - R

Tw. Greena

D - zbiér normalny ze wzgtlu naOx IOy C =0D — jego tzeg zorientowany dodatn

Wtedycﬁ de+Qdy:”£?§ azjd dy .

b f2(X)

D: ﬁ dxdy j dx j Z—de j dx{P(x, f,(X)) = P(x, f,(x))] = j Pdx — jpdx—

a f1(X)

_[de _[de— cﬁde

_CZ 1

d gz(y)

[[ e 0ar=[ay | o= j Q391 ) =03, ] =] Q- | Gy =f ey

c  G(y) -K, aD







Pole potencjalne

V (X, y)— potencjal
A% ov oV AY oF, _OF,
FX =S _&, y -

: = =
dy o0xdy o0yox dy 0X

oF, oF
— y _ X — —
SCB F.dx+F,dy = _L_[ [ x oy )dxdy =0 :>I_<[1 Fdx+F,dy —k[ Fdx+F,dy (rys.)

(Praca w polu potencjalnym nie zateod drogi - mana wprowadzi energe
potencjala. W poprzednim przykladzie z pranacéwiartce elipsy wynik jest
wtedy natychmiastowyV =V, 4 )

(w powyzszym wzorze zauwamy ( rot grad/) = 0)




Catka powierzchniowa niezorientowana
(wspolredne kartezjaskie)
Plat regularnys= {ky z)z=f Xy )Xy D }

Element powierzchnidS =\/ 1 7+ f 2dxdy

Pole powierzchni plata regularneg® # ﬁ\/ + fi° + f “dxdy
D

Calka powierzchniowa niezorientowana:
Hg(x, y,z)dS =Hg(x,y,f (x,y)\/1+ fo+ f, dxdy
S D

(wspolrzdne krzywoliniowe)
x=x(uv),y=y@u,v),z=zu,y), dv)abD

H g(x,y,2)dS :H g(x(u,v),yu,v),zuyVv ))\/312 + J22 + J§dudv

0(X,2)
o(u,v)

0(X,y)
o(u,v)

oy.2) |

12

1~ 3

J, =

o(u,v)




Przyklad (wspolrzdne kuliste)
X=rsindcosp y=r sirf sipz=r cd3

_|rcosfsinp r sirg co

1

—rsingd 0
_|rcosd cogp —r si Sy
21 —rsing 0

rcosd coyp -r sif sip

3

rcoséd sinp r sird co

= JI2+32+J2 =r?sing

6T:rzsinzé’coqa

=—r*sin” g sing

=r?sinf coyY




Catka powierzchniowa zorientowana

F:S - R’ - pole wektorowe

S—plat regularny

n—zewrgtrzny wektor normalny

Calka powierzchniowa zorientowana pola F lub stedrpiola F:

I :”F(X, y,z)h(X,y,z)dS—- strumié
S
NiechF = F, F, ;). Wtedy oznaczamy= [[ F,dydz+ F,dxdz + Fdxdy
S

1
\/1+ fo+f)

-G -1 )

Jezeli S dana jest rownaniem= f x(y, ), to=

H -F f - P :H(—Flfx ~F,f, + F,)dxdy
D

\/1+f +f2




Tw. Gaussa (Ostrogradskiego-Gaussa)
jjjdivﬁ dxdydz:jjﬁ[m’ ds

Slownie: calka po objosciV z dywergencji z polda roéwna Strumieniowi
wyplywajacemu przez powierzchnie S ogranigzajV

”J (GF i P jdXdde ” F,dydz + F,dxdz + F,dxdy

D: NiechV I:Qlee obszarem normalnym wzdem plaszczyzn@®xy , ograniczonym
funkcjamig (x,y) id (x,y ). Wtedy

| _m—dxdydz jj[ j 3dszxdy jj F,(% ¥, 9(X,y))— F;(x,y,d (x, y)) Jdxdy

d(x,y)

Oznaczmy5=S +S, , gdzi& danajestprzezg X Y( ,Sa pzed x y)(,
= [[ Faaxdy = [[ Fuxdy = (=) [[ Faaxdy = [[ Fi(x, y, g (x, y))ixdy = [[ F (x,y.d (x,y )pixdy
S S S, D D

Znak (-) wynika z przeciwnejreentacjiS, . Zatem , =1, '. Podobnie pokazujerny,
|, =1," orazl ,=1, ". Jeeli V nie jest normalny, to dzielimy go na podzbiogyrmalne.




Tw. Stokesa

Tw. NiechK [gdzie regularnym konturem bgzyym brzegiem plata regularnego
OrientacjeK IS gzgodne. Niecl= majciagle pochodne. Wtedy

§ F @ = [[rotf i o
K S

Cyrkulacja pold po krzywej zamkitej K jest rOwna calce zorientowanej
z rotacji polaF po placis .
Inna notacja:

gﬁFldx+F2dy+F3dz:”(aF3—anjdydz+(aF1—aF3jdzdx+(aF2—aFljdxdy
K S

0z 0OX ox oy

dy 0z




Formy rozniczkowe (*)

Rd&zniczka zewntrzna stopniap
a(x,....x, )dx Oax, O.0dx , k= psn, wszystkig rae

dx Odx; =—dx; Odx = dx Odx =0
Suma raniczek tego samego stopnia: formamnmgézkowa zewatrzna
a= Zal , 0%, ) o Odx O..0dx

Przyklady:Pdx+Qdy , Pdy [0dz+ Qdz Ldx+ Rdx Ldy , A dx dy [Jdz
Dodawanie analogiczne do dodawania wielomianéw.

Mnozenie: a O Za dx O ..Odx dx O.Odx, = (D" B0a

Il p
Jl Jq

1le]q

oa .
Rézniczkowanieda = Z( 2 dx, + .+ A dxn}D dx O .Ldx

L 0% 0X,
d(de+Qdy)—a—ddex+ deDdy: oy _oF dx CIdy
oy 0X ox oy

d(Pdy Udz+Qdz Udx+ Rdx dy) = (B, +Q, + R,)dx[dy [ldz




93, ; _ 08 ;

= d(da) =0

ox 0% OXdx,
a jest formy zupeln, jezeli Oy:a =dy, a jest form zamknieg, jezelida =0
Zamiana zmiennyck - t

i 00X, X))
a—; &, (XX, TR
Calkowanie po hiperpowierzchni V.
j a= j A(t)dt, O...Odk, = j A(t)dt,..dt, (zwykla calka Riemanna)
\% D D

dt, 0..Odt,

Ogolne Tw. StokesaV — hiperpowierzchnia zorientowaha— jej brzeg
Jezeli wspdlczynniki formya = Z a ; ,(x)dx O..0dx s klasy C nav +oV

to ja:Jda
ov V

Przyklady: Tw. Greena, Gaussa, Stokesezeta'k f (x)dx=F @)-F @), bo

[a,b]

dF (x)

dF (x) =

dx = f(x)dx, oV ={a, b}




Rownania rozniczkowe




Definicje, klasyfikacja

Rownanie raniczkowe zwyczajne ma ogalmposta F (x, y(x),y'(x),...)= 0, gdzie ..
oznhacza mazliwos¢ wystpienia wy:szych pochodnych. Zmienxa jest zmignn
niezalena, ay (x)jest szukanfunkcja. Rzad réwnania to najwiszy rzad pochodne.
W szczegolnosci, rownaniezidiczkowe rzdu pierwszego ma poste (x,y,y )= 0.
Rownanie raniczkowe czstkowe ma ogokpposta

X )?y(><g)-(;-,xn),_._’0y(><3;(-n--,xn ),__): 0

(rownaniami czstkowymi nie bedziemy sizajmowa)

F (X, X, X Y (X e

Uklad rowna rozniczkowych zwyczajnych na  funkgji x( ) ma pasta
|:i(x’ yl(X)""vyn (X)1y1 I(X);---,yn lé( ),): O, | = 1,n

Model fizyczny/ekonomiczny/meteorologiczny .- rzmeczkowe




Przyktad: oscylator harmoniczny

F(t,x(t),x(t),X())=0- r. mechaniki
f =ma— prawo Newtona

—kx(t) = mx(t), k, m> 0, X =« — oscylator harmoniczny
m

X(t) = —arx(t) — r. ré&zniczkowe do rozwizania

X(t) = Acos(t )+ B singtt )= ogolna postaozwiazania

Sprawdzeniex t( ¥ —Aw sin¢ HBw cosf ¥t @-wxt ()

Warunki pocztkowe:x t)=x%,, X )=v, - A=X, Bw=V,

X(t) = X, cos(at )+ﬁ singd )= rozwgzanie spelniace war. pocztkowe
w

rll |

SIWAWAWAWAY
SN U T

i L




Przyktad: rozpad promieniotworczy /
wzrost populacji

dN(t) _
at

(ubytek na jedn. czasu proporcjonalny do liczbyraiw)

Rozw.:N ¢ )= N, exptAt - liczba nierozpadlych atom po czasie

A - =/

N(t) = N,expAt)— populacja w czaste , prawo wzrostu Madih

Bardziej realistyczne rownanie: a3

dN (t)

“AN(t), A>0

= AN()[L- N(t)/N], | /

x=N/N" = Xx=Ax(1-X) e
(nieliniowost!)




Rozwigzanie rownania populacjd(= 1):

_X:x(]_—x):>j :_[dt:>In

X_

Lll:t+C:>
X_

LJJ:exp(HC):

1
1-C'expft)
1
1417 %
Xo
1+1;0X°exp(—t)¢ 0= expft );txoiil:t;t— I{ % j X, O €oo .01 (T

X,—1

‘1—%‘:exp(—C)exp6t > rézc expt ¥ X t( ¥

war. pocatkowy: x(t, = 0)= x, = 1—% =C'=xt)=

exp(t)

(wt:—ln[ % josobliwoé)

X, —1
X, =0=x(t)=0
[Ox, Z0:lim,_ x(t) =1




Ogolne uwagi i twierdzenia

Rozwizaniey ) r.r. nazywamy calle.r., a wykres X y X )) krzyw calkows.
Calka ogolna rownania ¢du pierwszego jest postacix (=)f x C, ), gdzie C
jest stad. Stah t¢ wyznacza sl z warunku poczatiwegoy, = f &, C ).
Rozwiazanie osobliwe to rozweanie, ktorego nie nima uzyské z postaci x CJ
dlazadnej wartosci C.

Przyklady—z/_:> \/7 1:>(\/§)‘: ., y=x+C x+C= 0

2
_[(x+C)?, x=—-C
y(x)_{o, x < —C

y(X) =0-rozw. osobliwe




Jednoznacznosc¢ rozwigzan

Tw. (0 jednoznacznosci rozgaan) R. postacy = f Xy ),
f(x,y) 11, (X Yy) clagle w pewnym otoczenix(y, 3
[lotoczenie x,—a X,+a ), w ktorym jest okreslodakladnie
jedna funkcjag X ) o wlasnocibcg'(x)= f (X,@(X)), X, )=Y, -




Rownanie o zmiennych rozdzielonych

p(Y)y'(x) =a(x) = p(y)% =q(x) = p(y)dy =q(x)dx = | p(y)dy = [ q(x)dx

P(y) = | p(y)dy, Q) =[d(x)dx, P)=Q&)C,C- pewna stala

Rozwizanie jest dane w postaci uwiklanej!

. d — — :ﬂi —i =V' — =
D: &(P(Y(X)) Q(x)-C) dxdyP(y) de(X) y' p(y)—a(x)=0

Przyklad:

2 dy(t) 2 y3 t? 3.,
P ot yidy=tdt =L =—+C= y=3g212+3C
y dt -y 3 2 y 2
1 3 2 1
C :3C,y:,3/§t +C

3 2 '
Warunek pocgtkowy:y(t,) = y, = % = t_; +%

3
= y= {300 y;

Z nieskaczonej liczby rozwjzan z parametrem C warunekgzatkowy wybiera jednc




Rozwigzanie rownania populacjd(= 1):

_X:x(]_—x):>j :_[dt:>In

X_

Lll:t+C:>
X_

LJJ:exp(HC):

1
1-C'expft)
1
1417 %
Xo
1+1;0X°exp(—t)¢ 0= expft );txoiil:t;t— I{ % j X, O €oo .01 (T

X,—1

‘1—%‘:exp(—C)exp6t > rézc expt ¥ X t( ¥

war. pocatkowy: x(t, = 0)= x, = 1—% =C'=xt)=

exp(t)

(wt:—ln[ % josobliwoé)

X, —1
X, =0=x(t)=0
[Ox, Z0:lim,_ x(t) =1




Jednoparametrowe rodziny

krzywych
R. populagji
X=X1-Xx)
X(t) =
140 expet)
Xo
¥

o T e T v R
rff J T @ = M 4

e

y'y =t
3':2
y(t) = 37"' Yo



Rownania sprowadzalne do rownania
0 zmiennych rozdzielonych

y'= f (ax+by +¢) R. jednorodne wx Y
u=ax+by+c ,

=axrby+ y(x):f(lj
u'=a+by'=a+hbf (u) X

y

ul
ux) ==, y=ux,y'=u'x+u
X

=1
a + bf (u)

u'x+u=f(u)

! :1, f(U#£u,x£0

f(uy—u x




Cigg dalszy w notatkach i skryptach ...




