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Catki wielowymiarowe

Uogolnienie calki Riemanna:
P=[a,b]x[a,,b]x...x[a,,b ]

|IPl=(b,—-a):...-.(b,—a,)

S=4(b—a) +..+(b,—a,)’

Dokonujemy podzialu prostokata

m =inf{f(X):xeP}, M, =sup{f(X):xeP}
s=m |P|+.+m ||B |, S=M,|P|+..+M,|P |

Rozwazamy normalny (0, — 0) ciag podzialow

s  =lims_ — calkadolna, S =1imS, — calka gorna funkcji f na prostokacie P

nN—o0 N—o0

Jezelis' =S’ to wielkos¢ t¢ nazywamy wielokrotng calka Riemanna

Notacja: j _[ dxdy f(x,y), ” _[ dxdydz g(x, Y, 2)
P P




Catka iterowana

P :[a13b1]x[a27b2]

b, by by b,
j dyU dx f (X, y)j, J‘dx('f dy f(x, y)J — calki iterowane

Q q aq Q

Tw. Fubiniego: Jezeli f : P — R jest ciagla, to obie calki iterowane sa rowne

calce Riemanna ” dxdy f(x,y).
P

(analogicznie dla wigkszej liczby wymiardw)

Przyklad: P =[0,1]x][0,

2]
”dxdy (x*y+2) %fdedy (x2y+2)j :j 2

1
= [dx(2x* +4)==+4
) 3

y=0
1

J%dx(—+2)——

=_2[dyde (x2y+2)J jdy(;+2x)

X:




Catki po dowolnym obszarze

AcR"
f(x)dlaxe A
} {o dla xeP\A
o, :[a,b] > R
A={(x,y):a<x<bh, @(x)<y<Lw(X)}— zbior normalny wzgledem Ox

Tw. Jezeli f : A— R jest ciagla, to jest calkowalna, oraz

b w(X)

dedy f (X, y):jdx j dy f(x,y)

a @(X)

Przyklad:
A={(X,y):0<x<1, 0Ly <I-x}— trojkat

_U dXdy Xy = j.dxl;[x dy Xy :;[ dX%(l _ X)2 ¥ = i

A 0




/Zastosowania catek wielokrotnych

V = j{j dxdydz

A={(X,Y,2): X, ¥, x>0, Xx+y+z<1}
X,y —ustalone > z<1-X-Yy
X —ustalone, szukamy najwigkszego mozliwego y: y <1-x-12,

poniewaz najmniejsze Z=0 = y <1-X

V = jdxljx dyl"j—y dz = jdxljx dy(l-x—-y)= jdX|:(1 _ X)2 . (1- X)z

1

Jest to tzw. objetos¢ sympleksu. W n wymiarach V = -
n!

K



Srodek ciezkosci

1 ¢p 1

X=—/[||xdxdy y=—||y dxdy— figura 2-wym.
[ Al | Al JAI
1 i o

X =——||| x dxdydz, z=—1||z dxdydz— bryla
vill |V|JV”

Objetosc¢ bryly obrotowej powstalej w wyniku obrotu
regularnego zbioru A wokol Ox: |V |=2x H y dxdy
A

Reguly Guldina: |V |= 2777 | A, 77 = ﬁ [ 'y dxdy,
A

Dla torusa |V |=2za 71’

Podobnie dla powierzchni powstale; w wyniku obrotu luku mamy
B
S|=2x&|L|, &= %j ydt - odleglosc srodka ci¢zkosci luku od osi obrotu

Dla torusa [S|=27a 2zr




Pole powierzchni

z=1(%Yy), (X,y)eA

|SI=I;dXdy\/l+(g(jz+(Z;jz

Wzor wynika z konstrukcji przyblizajacej powierzchnig¢ rownoleglobokami

Przyklad:

f(X,Y)=1—x_y
A={(X,y):X,y>0,x+y<1}

5 = [[aayd5 =2

3
2




Zamiana zmiennych - dyfeomorfizm

feC':R">5U -V cR", homeomorfizm rzedu n

(bijekcja, pochodna Frecheta odwracalna, f if ™ ciagle)

@(b)

Pamigtamy, ze dla jednej zmiennej j dy f(y)= jdx fle(X)p'(X), Y=p(X)

p(a)

Tw. ¢: X cR" =Y c R" klasy C'

op
OX,
J(X)=| :
0P,
X,
Wtedy

o9

OX,,

90,

OX

n

#(0 — jakobian przeksztalcenia ¢

IYI f (y)dy,.dy, :jxj fleo(X)]] I(X) | dx..dX., V. =@ (X,....X.)




Podstawowe uktady wspotrzednych

Wspotrzedne biegunowe (osiowe)

®:R* > R?
q>(r,¢)=($j=®gzgj, X=Trcos¢, y="rsing
(X, y):[;g((:igj, r:\/m, ¢=arctg%
x o
O &) — or O¢ | (cosg —rsing
= oy oy | \sing rcosg
or  0¢
_|cosg —rsing| B
~ling reoss|”" [ dxdy f(x, y) =] rdrdg f (x(x, ), y(r,$))

Homeomorfizm regularny dla r # 0,rzad ®'=2. Dlar =0 jest osobliwos¢, bo w tym

punkcie nie mozna okresli¢ kata




Przyklady:

[ dxdy I rdrd¢

x*+y?<R? m

= ['dr["dg=R2x

lp = .[ e dxdy = ZJRz e rdrdg = 27r;f rdre” =—ze™

x> +y?<R?

|, =liml, =7
R—o0

00 00 2 00
Ioozjdxe‘xz'fdye‘yz :['fdxesz = jdxe‘xz =z

Catka Gaussa




Wspotrzedne eliptyczne

X =arcos ¢
y =brsing

Wspotrzedne walcowe (cylindryczne)
X=Trcos¢

y =rsing
=1
J=r

Liniowa zmiana skali

X=ax"'
y =by'
Z=Cz'

J =abc




Wspotrzedna sferyczne (kuliste)

®:R’ >R’

X =T sin & cos @
Yy =rsinfsin g
Z=rcos6

0 [0, 7] -kat osiowy(szerokos¢ geogr.),
¢ €[0,27) -kat biegunowy (azymutalny, dlugos¢ geogr.)
sinfdcos¢ rcos@cos¢g —rsinfsing
®'=| sinfsing rcosdsing rsinfcosyp
cos —rsiné 0
J=r’siné

r=0=rz®'=1- w srodku kuli nie mozna okresli¢ katéw

0=0vO0=rm=1z®d'=2- nabiegunach nie mozna okreli¢ kata ¢




Przyklad:

Objetosc kuli
R 4 2 R 1 2z R3 4
V= ”J dxdydz = jdrjdﬁj dgr’sing = '[drfd cost dgr’ =—2-27 =—7R?
X*+y*+2°<R* 0 0 0 0 -1 0 3 3

(d cos@ =—sin 8d )

Srodek ci¢zkosci pélkuli:

.[" Z dxdydz
x2+y2:r32<R2 1 R /2 2
n=—>=2" - dr | d@ | d¢gr’siné rcos =
] dxdydz 27rR3 ! I[ '<[
xX2+y?+2°<R? 3
>0
R 1 27 4
.3 3Idrjdcosﬁjd¢ r’cosd = 3 3R—l27z=§R
27R™ Y ) 27R° 4 2 8




Rownanie prostej i ptaszczyzny




Ptaszczyzna styczna

Ptaszczyzna styczna do powierzchni gtadkiej o rownaniu f(x,y,z)=0

dana jest rownaniem

a.I:(X09y09zo) a.I:()(anmzo) a.I:(X()ayoazo)
X—X,)+ —Y,)+ 2—2,)=0
N X% o (Y—=Yo) e G
WthOI' af(meO:ZO),al:(XO:yOaZO),af(xmyOaZO) jestprostopadlydo
OX oy 0z

powierzchni w punkcie (X,, Y,,Z,). Prosta prostopadla do powierzchni w tym

punkcie ma wigc rOwnanie parametryczne

(af(xo,yo,zo)t+X of (%, Yor ) . af(xo,yo,z())m]
0

0° 0°

OX oy 0z

Dla sfery f = x* +y* + 2° — R*, wigc prosta prostopadla ma réwnanie

(2%t + Xy 2¥ot + Yos 225t +2,)




Plaszczyzna styczna do powierzchni w punkcie X jest przestrzenig liniowa.

Niech ®:V < R“ > R", e,e,,...,6, tworza baze w R, oraz y = ®(X).
Wtedy u, = @ '(x)e, tworza bazg w przestrzeni stycznej.

Przyklad:
1 0
Dla powierzchni danej jako ®(X,y)=(X, Y, f(X,y)) mamy d'=| 0 1 |,
fo 1,
1 0 1 0 0
u=d'e =| 0 1 1

*
—h
7~ \
() o
N
I
— o U
<
I
i
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—h
7\
—_ O
N
I
—




Orientacja

Rozwazmy bazy w przestrzeni R : (V,,...,V, ) oraz (W,,...,W, ). Bazy te powiazane sa

n
przeksztalceniem liniowym W, = Z a;V;, przy czym musi zachodzi¢ warunek \a\ # (0 aby
j=1

zachowac liniowa niezaleznos¢. Jezeli ‘a‘ > (0, to moéwimy, ze bazy sa zgodnie zorintowane,

a gdy ‘a‘ <0, to mowimy, ze sa zorientowane przeciwnie.

Dla k =1 mamy jedna bazg jednoelementowa v, =11 druga w, = —1.

1 0 0 —1
Dla k = 2 przykladowe bazy v, :(OJ’VZ =(1j 1 baza w, :(J,Wz =( 0 j sa

0 1
powiazane przeksztaceniem o macierzy a = [ 1 O] , zatem ‘a‘ =1>01bazysa

a|=-1<0,
0 1

wigc ta baza jest zorientowana przeciwnie do poprzednich. Orientacje bazy kanoniczne;j

0 1 0 1
zorientowane zgodnie, natomiast dla bazy u, = [J, u, = ( j, a= [ Oj’

nazywamy prawoskretng (zorientowana dodatnio).




Wektor normalny

Niech M bedzie powierzchnia dwuwymiarowa w R®, T, plaszczyzna styczna do M

w punkcie X, a wektory (U,V) baza na plaszczyznie stycznej. Wektor normalny definiujemy
UxV
‘G’ X \7‘ '

jako N = Wektor ten wskazuje zewnetrzng (wewngtrzna) strong powierzchni

orientowalnej jesli baza jest prawoskretna (lewoskretna).

c. d. przykladu:

1 0 u,v, —Uu,v, f, —f,
— — — — — 1
U=l 0|, V=] 1 |, UxV=|uVv—-uy, |=|-1 | nz\/f2 = —f,
+f +
f, f, uv, —u,v, 1 x 1

X
Dla gornej polsfery f :\/Rz—xz—y2 =7, fx——i, fy:—l, n= 1 y
z z \/x2+y2+22 ,

Dla dolnej polsfery f = —\/ R* —x*—y* =z wynik taki sam (jez!)




Powierzchnie orientowalne (majq strone wewnetrzng i zewnetrzng)

Wstega Mdbiusa Butelka Kleina




(M.C Escher)
t t. . .t
X=(R+ Scosg)cost, y=(R+ Scosg)smt, Z= Ssmz

te[0,27), Se[-wW,W]




Catka krzywoliniowa zorientowana

F= ( 29 ) F )9 C - kI'ZYWEl gladka
. =IF1dx1 +F,dx, +...+ F dx, :I F - dx
c C

|<:1+c2 = Ic1 + Icza | =-I¢

Tw. Calka | . nie zalezy od parametryzacji krzywej

D130 =X(p(0) = [F(9) - = F ) Lot -

b B
_ [FR(pt): dx(;")‘“” _[F dx((p)dqo JF o0 -0

(w konkretnej parametryzacji staje si¢ zwykla calka Riemanna)
Przyklad: C:X(¢)=cos¢, y(@)=sing, ¢ €[0,7] (polokrag o promieniu jednostkowym)

szdx +(x—y)dy = ]E [cos” ¢ d(cos¢)+cos” ¢ dgp—sin ¢ d(sin@)] =
4=0

”_27r

o %
Sin
L

2 3




Catka krzywoliniowa niezorientowana

P dx Y dx, )
J. _if ds__!: f(x(t))\/(dtj +"'+(Tj dt

‘Jc: C

Tw. Zwiazek z calka zorientowana:

J-If)d_{( :IFSdS, F :\/Fl2 +..+F2 cosa, a — kat miedzy dx i F
C C

Zastosowanie (fizyka): praca W = j F.ds = J- Fdx+F dy+F,dz
C C

C:X=acos¢,y=Dbsing, ¢e [O,%] — ¢wiartka elipsy

—kx
F = ( ) ]— sprezyna zamocowana w srodku

dx=asingdg, dy =—bcosgdg, F dx+F dy = —k(a* —b*)sin gcos gd ¢

/2

W =-k(a’-b*) I cos ¢d (cos ¢) :g(a2 —b?)




Tw. Greena

Krzywg zamknigtq nazywamy konturem. Nich kontur C bedzie brzegiem
zbioru D. Kontur jest zorientowany dodatnio jesli okala zbior D w taki
sposob, ze D znajduje sie ,,po lewej stronie”.

Zbior normalny D wzgledem osi Ox to zbidr dajacy si¢ zapisa¢ jako

D={(x, y): i(x)<y<f,(x), xe[a,b]}, f,, f,:[a,b] >R

Zbior normalny D wzgledem osi Oy to zbior dajacy sie zapisac jako

D={(x, y):9,(y)<x<0,(y), xe[c,d]}, g9,,9,:[c,d]>R

Tw. Greena

D - zbiér normalny ze wzgledu na Ox 1 Oy,C = 0D — jego brzeg zorientowany dodatnio

Wtedy CJS Pdx + Qdy = J _[ [— — %Dj dxdy.

D: j j —dxdy = _de 2jX)%dy = _de[P(x, f,(0) = P(x, f,(0)] = | Pdx—[ Pdx =

a f, (x)

—dex dex_ <_f>de
d 2 (Y)
ga—ngdY=Idyeg 2—dx jdt Q(9,(¥), ¥)-Q(g,(y), )= dey | Qay gSQdy

c g;(y) -K,




Pole potencjalne (fiz.)

V (X,y)—potencjal

oV N v oV oF OF,
FX =——, F = — R = — =
ox ' oy axay oyox oy  OX
<j>Fdx+de H( ]dxdy 0:>dex+de dex+de (rys.)

(Praca w polu potencjalnym nie zalezy od drogl - mozna Wprowadzw energie
potencjalng. W poprzednim przykladzie z praca na ¢wiartce elipsy wynik jest
wtedy natychmiastowy: W =V, -V,)

(W powyzszym wzorze zauwazamy (rot grad V) =0)




Catka powierzchniowa niezorientowana
(wspolrzedne kartezjanskie)
Plat regularny S = {(X,y,2):z= f(X,¥),(X,y) € D}

Element powierzchni : dS = \/ 1+ f7+ f, dxdy

Pole powierzchni plata regularnego: |S |= H \/1+ fo+ . dxdy
D

Calka powierzchniowa niezorientowana:

Hg(x, y,z)dS :J'J‘g(x, y, f(X, y)\/1+ fo+ £, dxdy
S D

(wspolrzedne krzywoliniowe)
X=X(UV), y=yu,v),z=z(uv), (uv)eD

Hg(x, y,2)dS :Hg(x(u,v), Y(U, V), 2(U,V))y/I2 + 32 + 32 dudv

ay,z)

_|0(X,2)

_ _ 9%, Y)
28U, V)

0 |8(u,v)

' lau,v)




Przyklad (wspolrzedne kuliste)

X=rsinfcos@d,y=rsinfsing,z=rcosf

rcos@sing rsinécos@

J, = , =r’sin’ @ cos ¢
—rsiné 0
rcos@dcos¢ —rsinésin , ,
J, = , ? ? =—r’sin’ @sin ¢
—rsin & 0
rcosdcosg -—rsinfsing ., .
J, = , , =r"sinfcosd
rcos@sing rsinécosg

= JIZ+32+32 =rsind




Catka powierzchniowa zorientowana

F:S — R’ - pole wektorowe

S —plat regularny
n —zewngtrzny wektor normalny
Calka powierzchniowa zorientowana pola F lub strumien pola F:

| = [[F(x.y,2)-n(x,y,2)dS - strumief
S
Niech F = (R, F,,F,). Wtedy oznaczamy | = [[ F,dydz + F,dxdz + Fdxdy
S

1
\/1+ f+f)

Jezeli S dana jest rownaniem z = f(X,Y), ton= (—f,—1,,D

-Ff, +F

> dS ”( F f—F,f, +F,)dxdy

:” \/1+f2+f2




Tw. Gaussa (Ostrogradskiego-Gaussa)
[[] divF dxdydz = [[ F-fi ds

Slownie: calka po objetosci V z dywergencji z pola F réwna sig strumieniowi

wyplywajacemu przez powierzchnie S ograniczajaca V

J.“(a: o, 8F jdxdydz = _U Fdydz + F,dxdz + F,dxdy

D: Niech V deZle obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny OXy, ograniczonym
funkcjami g(Xx, y) 1 d(X, y). Wtedy

I —_m—dxdyd —H( j d3dz)dxdy ” F,(X, Y, 9(X, y))— F (X Yy,d(X, y)))dxdy

d(x,y)

Oznaczmy S =S, +S,, gdzie S, dana jest przez z=g(X,Y) a S, przez z=d(X,Y).
= [[ Fudxdy = [[ Fydxdy - ()| [ Fydxdy = [ Fy(x, v, g6 y))dxdy = [[ Fy(x, y,d(x, y))dxdy
S S, S, D D

Znak (-) wynika z przeciwnej orientacji S,. Zatem |, = |, '. Podobnie pokazujemy, ze

I, =1,"oraz |, =1, Jezeli V nie jest normalny, to dzielimy go na podzbiory normalne.




Tw. Stokesa

Tw. Niech K bedzie regularnym konturem bedacym brzegiem plata regularnego S.

Orientacje K 1S sa zgodne. Niech F maja ciagle pochodne. Wtedy
§F -dF = [[rotF i ds
K S

Cyrkulacja pola F po krzywej zamknigtej K jest rowna calce zorientowane]

z rotacji pola F po placie S.

Inna notacja:

<_f> F.dx+ F,dy + F,dz = j j (65’ _oh jdydz +(5F1 _ 95 jdzdx+(aF2 _oh ]dxdy
< s\ Oy oy

0Z 07 OX OX




Formy rozniczkowe (fiz. *)

Rozniczka zewngtrzna stopnia p:

a(Xp,.., X,) dx AdX A.Adx , I< p<n, wszystkie I, rozne

dx; Adx; =—dx; Adx; = dx; Adx =0

Suma rdzniczek tego samego stopnia: forma rézniczkowa zewngtrzna
a=.8 ; (X,X,) d Adx A

Przyklady: Pdx+Qdy, Pdy Adz+Qdz Adx+RdxAdy, Adxadyadz

Dodawanie analogiczne do dodawania wielomianow.

Mnozenie: a A f= Za : Xm/\ /\dX dx; A...Adx, == DB Aa

I1 p Jl

Jl Jq

0a; ; o
Rozniczkowanie: do = Z —dx, +...+ a‘""’ dx, [A dx A..AdX

il...ip X1 Xn P
OP 0Q 0Q oP
d(Pdx+Qdy)=—dy ndx+—dxAady=| ——— |dxAd
( Qdy) ayy/\ o A ay [ax ayj A ay

d(Pdy A dz +Qdz A dx+ RdxAady) =(P, +Q, +R,)dx A dy A dz




oa.

iy ...

oa.

P _ by...

b = d(da)=0
OX.0X,  OX,0X,

a jest forma zupelna, jezeli 3y : ¢ =dy, o jest forma zamknieta, jezeli da =0
Zamiana zmiennych X — t:

8(x. ey X )

a= > a . (X,..,X) N " dt, AL AdE
Z -ty ot,.nty) P

Calkowanie po hiperpowierzchni V:

I a= I A)dt, A...Adt) = J- A()dt,...dt, (zwykla calka Riemanna)
D D

Ogolne Tw. Stokesa: V —hiperpowierzchnia zorientowana, oV — jej brzeg

Jezeli wspolczynniki formy a = Z & ;i (X)dx A dX - sa klasy C'naV +oV,

oy
to Iazjda
v Vv

Przyklady: Tw. Greena, Gaussa, Stokesa, takze j f(x)dx=F(b)-F(a), bo

[a,b]

L P

dF (x)

dF (x) =

dx = f(x)dx, oV ={a,b}
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