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Rownania rozniczkowe




Definicje, klasyfikacja

Rownanie roézniczkowe zwyczajne ma ogolna postac F (X, y(X), y'(X),...) =0, gdzie ...
oznaczaja mozliwos¢ wystapienia wyzszych pochodnych. Zmienna X jest zmienng
niezalezna, a y(X)jest szukang funkcja. Rzad réwnania to najwyzszy rzad pochodne;.
W szczegolnosci, rownanie rozniczkowe rzedu pierwszego ma posta¢ F(X,y,y') =0.
Rownanie roézniczkowe czastkowe ma ogolna postac
OY(Xsees X)) OY(X[5eees X)) B
eees ,e.) =0
OX, OX

(réwnaniami czastkowymi nie bedziemy si¢ zajmowac)

F (X5 Xg ooy Xy Y(Xp5eees X)),

n

Uklad rownan rozniczkowych zwyczajnych na n funkeji y; (X) ma postac
F(X Y, (X),..., Y. (X), ¥, '(X),..., ¥, '(X),...) =0, i =1,..,n




Przyktad: oscylator harmoniczny

F(t, x(t), X(t), X(t)) = 0 — r. mechaniki

f =ma— prawo Newtona
gy k :
—kx(t) = m%(t), k, m>0, — =" — oscylator harmoniczny
m
X(t) = —w’X(t) — r. r6zniczkowe do rozwiazania
X(t) = Acos(wt) + B sin(wt) — ogodlna posta¢ rozwiazania

Sprawdzenie: X(t) = —Awsin(wt) + Bacos(at), X(t) = -’ X(t)
Warunki poczatkowe: X(t) = X,, X(t)=v, > A=X,,Bo =V,

vV, . . . ..
X(t) = X, cos(wt) + —~sin(wt) — rozwiazanie spelniajace war. poczatkowe
@




Przykfad: rozpad promieniotworczy /
wzrost populacji

%:—EN(D, A0

(ubytek na jedn. czasu proporcjonalny do liczby atomow)

Rozw.: N(t) = N, exp(—At) — liczba nierozpadlych atomow po czasie t
A—>-A

N (t) = N, exp(At) — populacja w czasie t, prawo wzrostu Malthusa
Bardziej realistyczne rOwnanie:
dN (1)
Cdt
X=N/N"— x=Ax(1-X)

= AN()[1-N()/N],




Ogolne uwagi i twierdzenia

Rozwiazanie y(X) r.r. nazywamy calka r.r., a wykres (X, y(X)) krzywa calkowa.
Calka og6lna rownania rz¢du pierwszego jest postaci V(%) = T(x,C), gdzie C

jest stala. Stala t¢ wyznacza si¢ z warunku poczatkowego y, = f (X,,C).
Rozwiazanie osobliwe to rozwiazanie, ktorego nie mozna uzyskac z postaci f (x,C)

dla zadnej wartosci C.

Przyklad:

2\/, (f) :1:>\/§:X+C,X+CZO

B (x+C)*, x>-C
y(x)—{O, X< —-C

Yy(X) = 0 —rozw. osobliwe




Jednoznacznosc rozwigzan

Tw. (0 jednoznacznosci rozwiazan) R. postaciy'= f (X, y),

f(x,y)if,(X,y) ciagle w pewnym otoczeniu (X,, Y,) =

3 otoczenie (X, —a, X, +a), w ktorym jest okreslona dokladnie
jedna funkcja @(X) o wlasnociach: ¢'(x) = T (X, 0(X)), ¢(X,) =Y,.




Rownanie o zmiennych rozdzielonych

p(Y)Y'(X) = A(x) = p(y)‘j—§= q(x) = p(y)dy = a()dx = | p(y)dy = [ a(x)dx

P(Y) = [ P(Y)dy, Q) =[a()dx,  P(y)=Q(x)+C, C  pewna stala

Rozwiazanie jest dane w postaci uwiklanej!

.4 —000-C) =9 by — 9 000 = v pey) — ax) =
D: dX(P(Y(X)) Q(x)-C) ey POY) =5 QI =Y P(y) ~a(x) =0

Przyklad:

, dy(h) : y _t ER
2 t=vVvidv=tdt=>=2L1-=—+C = v=3=1t>+3C
y dt y-ay ) y >
C':3C,y:‘3/%t2+C'
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Warunek poczatkowy: y(t,) =y, = . = Bl + 3




Rozwiazanie rOwnania populacji (A4 =1):

d_X:x(l—X):I 0x =Jdt:>1n . ‘:t+C:>‘L‘=6XP(t+C):>
dt X(1-X) X1 X-1
I 1, 1
1——|=exp(-C)exp(-t) = 1——=C'exp(-t) = x(t) =
X X 1-C'exp(-t)
war. poczatkowy: X(t, =0)=x, = 1 - L =C'=Xx(1) = 1— Xl
% 1+ exp(~t)

0

1 - X,

1+

exp(—t) # 0 = exp(-t) # Y ot —ln( al lj’ X, € (—0,0) U (1,0)
Xy —

0 XO
X, =0=X(t)=0
VX, #0:1im, X(t) =1




Jednoparametrowe rodziny
krzywych

R. populagji
X = X(1-X)

X(t) =

1+

1
1-X,

Inne rownanie
2 .
y'y=t
2
R)

3t
Y(t) =7 7"‘ Yo




Rownania sprowadzalne do rownania
0 zmiennych rozdzielonych

y'= f(ax+by +c) R. jednorodne w X 1Yy:
Uu=ax+by+c
e y'(x)=f(1j
u'=a-+by'=a+bf(u) X
u' y
:1 = — o ': '
2+ bf (U) u(Xx) X,y ux, y'=u'x+u
u'x+u= f(u)
u' |

=—, f(uy=u, x=0

f(uy-u X




Rownanie zupetne

dy oP 0Q
P(X,y)+Q(X,y)— =0, =
(% y)+Q(%.y) & ox
Wowczas 1stnieje F(X, y): oF _ P, oF _ Q
OX oy

dFey) _OF P b gy—0=F(xy)=C
0D OX 0Oy dx
ok

=P = FY) = [POGY)dX+ 4(y) = 206 Y) +4(y)
OF(%,Y) _ 0x(%y)  04(y)

= Q — daje si¢ rozwiazac dla ¢(y)

oy oy oy




Przyklad:
(4x> +6xy)dX + (9x°y* +3)dy =0

P _Q _ 18xy2,2—|:= P=4x’ +6xy3,2—F:Q = OXxy” 43
X y

oy OX
F(X,y) = J P(x, y)dx = j(4x3 +6xy)dx = x* +3x7y” +4(y)
oF

5=9x2y2 +4'(Y)=Q =9y +3=4'(y)=3=4(y) =3y +¢

F(x,y)-C =x*+3x’y’ +3y+C'=0
Rozwiazanie: x* +3x°y’ +3y+C'=0




Czynnik catkujacy

Czynnik calkujacy to funkcja n(X,y) : u(X, Y)P(X, y) + u(X, Y)Q(X, ¥) g—i =0 jest

r. zupelnym, czyli % (uP) = 8£ (uQ). Funkcja taka istnieje zawsze, ale tylko w niektorych
X

przypadkach mozna ja znalez¢ w prosty sposob, np. gdy jest postaci z(X), u(y), lub f(x)g(y)
Przyklad: (1 - x*y)dx + x*(y — x)dy = 0

oP_ ,_ 0Q . .., .0 2y O 2y
E_X o Y 3x". Szukamy £(X): oy (u(X)(1=X7y)) . (L(X)X"(Yy = X)) =
2 ' 2 y) ,Ll'(X) 2 C
=X p(X) = @' (X)X7(Y = X) + u(X)(2xy = 3X7) = =——= u(X)=—5
(X) X X

(przyjmujemy ¢ = 1). Mnozymy r.: (X~ — y)dX + (y — x)dy = 0, co jest r. zupelnym.




2 ERIER e

Jednorodne: y'= p(X)y = d7y = p(X) = ln‘y‘ = J. p(x)dx +C

y=C exp(j p(X)dX) lub y =1y, epr p(t)dt]

Niejednorodne: y'= p(X)Yy + d(X).

Roznica dwoch rozwigzan r. niejednorodnego spelnia r. jednorodne:
y'=Yy,=y,'= (p(X)y2 +q(x)) —( p(x)yl + (X)) = p(x)(yz . yl) = p(X)y
—

Metoda I: odgadniecie rozw. szczegolnego r. niejednorodnego.

Metoda II: uzmiennianie stalej.




Uzmiennianie state]
y'=p(Xx)y+a(x), P(X)= j p(x)dx, y(x) = C(x)exp(P(x))
C'(x)exp(P(x)) + C(x) p(x) exp(P(x)) = p(X)C(x) exp(P(X)) + q(x) =
C'(x) = a(x)exp(=P(x)) = C(x) = ICI(X) exp(—P(x))dx =
y(X) = I q(x) exp(—P(x))dx - exp(P(X)) — rozw. szczegolne
Dodajemy rozw. ogolne r. jednorodnego
V(X) = (c +[a(x) exp(—P(x))dx) -exp(P(X)) — szukane rozw. ogolne

Przyklad: y' = Xy — Xexp (XZ)

2
R.jedn.:y'=xy, y=C exp(_[ xdx), y = C(X)exp ();j
2




Rownanie Bernouilliego

y'=px)y+a(x)y”
2=y = 2'(x)=(1-a)p(x)z(X) + (1 - 2)q(x)

Rownanie typu F(x,y’,y")=0

Podstawienie z = y',co daje ukad rownanz =Yy', F(X,z,2")




Uktady rownan rozniczkowych

(X, "= f,(t,%,.... X))
X,"=f,(,X,.... X.) S

< X'= %) )

X, = FL XL X))

1. Jednoznacznos¢ rozwigzania
2. Zaleznos¢ od warunku poczatkowego
3. Stabilnos¢ (""mala zmiana warunku poczatkowego powoduje male zmiany

rozwiazania dla duzych t")

—

Tw. f:[t, —a,t, + ] x R(?(O, r)— R" ciagla (o >0, r > 0), oraz spelnia warunek
Lipschitza, tzn.

AL >0 Vtelt, —a.t, +a] VX, ¥ e K(X,,r):|f(t,%) - f(t, 7)‘ <LX-y|=

36 > 0 oraz dokladnie jedno rozwiazanie ukladu (¥) X : (t, — J,t, + &) = K(X,,r)

spelniajace warunek poczatkowy X(t,) = X, (lokalna jednoznacznosg).

(rozwiazanie zalezy od n parametrow - calkowity rzad ukladu rownan) 18
T




Jezeli f ma ciagle pochodne czastkowe, to spelnia war. Lipschitza,

wiec uklad z taka funkchF ma jednoznaczne rozwigzanie z danym

warunkiem poczatkowym.

Jesli f nie spelnia war. Lipschitza, to rdwnanie moze mie¢ wigcej niz
: : : 3 : : :
jedno rozwiazanie, np. X' = > x> ma dwa rozwiazania: X, (t) = 0 (osobliwe)

iX,(t)=t"?. Obydwa spelniaja war. poczatkowy X(0) = 0.

Przedluzanie rozwiazania: X, : (a,b) > R", X, :(c,d) > R", (a,b) < (c,d),
wtedy X, jest przedluzeniem X,. Rozwiazanie (*) jest wysycone wzbiorze A,
jezeli jedynym jego przedluzeniem w zbiorze A jest ono samo.

Tw.f: A= (a,b)xU — R" ciagla i spelniajaca warunek Lipschitza w

pewnym otoczeniu kazdego punktu A. Wtedy dla dowolnego punktu (t,, X,) € A

istnieje dokladnie jedno rozwiazanie wysycone spelniajace X(t) = X, .




R. r. liniowe rzedu drugiego

ay"+by'+c=f(x), a=0, a,b,c—stale

R. jednorodne: ay "+ by '+ cy = 0.

Podstawiamy y = exp(rX) = ar’ +br +c =0— (r. charakterystyczne), A = b’ —4ac
—b+/A

2a

2)A=0, r :;—Z, y =(C, + xC, ) exp(rx)

3)A<0, a= ;—Z, L= 2;aA’ y = exp(ax)[C, cos(Bx) + C, sin(£x)]
—b+iv-A

2a

Przyklad: uklad RLC, Q —ladunek na kondensatorze

2
Ld QJer—QJFQ:O, A:R2—4L,a): 1

1) A>0, r,= , Y =C, exp(r,x) + C, exp(r,X)

(lub y =C, exp(r;X) + C, exp(I,X), gdzie I, =

dt? dt C C JLC

R=0= Q(t) =C, cos(wt) + C, sin(wt)




R. niejednorodne - uzmiennianie C, 1 C, lub odgadnigcie
Przyklad: wymuszony obwod RLC, f(t) =U, cos(a,t), @ = —
SR ocostal). @= e

Odgadujemy rozw. szczegolne ukladu jednorodnego:
Q(t) = Acos(w,t) + Bsin(aw,t), podstawienie —

[—LA&)& + RBaw, + é} cos(aw,t) + {—Lng — RAw, + g} =U, cos(a,t)

A A= 2
L
< —
B U, R,

—LBa)g—RAa)O+6:O B =

To rozwiazanie dodajemy do rozw. ogolnego rownania jednorodnego. .




Uktad rownan liniowych

dy (t) @y, (t)
Tw: t, € (a,b),X, € R",a;(t) — ciagle = Jjedyne rozwiazanie (*) spelniajace

all(t) aln(t)
X'(t)= ADOXE) +b(t), Ay=| + - (*)

X(t) = X,. Rozwiazanie jest okreslone w calym przedziale (a,b).




R. Rdzniczkowe czastkowe




Szereg Fouriera




Transformata Fouriera
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