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Rownania rozniczkowe




Definicje, klasyfikacja

Rownanie rézniczkowe zwyczajne ma ogolna postac F (X, y(X), y'(X),...) =0, gdzie ...
oznaczaja mozliwos¢ wystapienia wyzszych pochodnych. Zmienna X jest zmienng
niezalezna, a y(X)jest szukana funkcja. Rzad rdwnania to najwyzszy rzad pochodne;.
W szczegolnosci, rownanie rozniczkowe rz¢du pierwszego ma posta¢ F(X,y,y") =0.
Roéwnanie rézniczkowe czastkowe ma ogolna postac
OY(Xpsees Xy)  OY(Xp5eor Xy)
yees ,...) =0
OX, OX

(rownaniami czastkowymi nie bedziemy si¢ zajmowac)

F (X5 Xy 50 X Y(X(5eees X0,

n

Uklad rownan rozniczkowych zwyczajnych na n funkcji y;(X) ma postac
F.(X, Y,(X),..., Y, (X), ¥, '(X),..., ¥, '(X),...) =0, 1 =1,...,n

Model fizyczny/ekonomiczny/meteorologiczny... — r. rozniczkowe




Przyktad: oscylator harmoniczny

F(t, x(t), X(t), X(t)) = 0 — r. mechaniki
f =ma - prawo Newtona

—kx(t) = mx(t), k, m>0, LS = @ — oscylator harmoniczny
m

X(t) = —@°X(t) — r. r6zniczkowe do rozwiazania

X(t) = Acos(at) + B sin(wt) — ogdlna postac rozwigzania
Sprawdzenie: X(t) = —Awsin(awt) + Bocos(at), X(t) = -’ X(t)
Warunki poczatkowe: X(t) = X,, X(t)=v, > A=X,,Bo =V,

vV, . . . . .
X(t) = X, cos(at) + —Lsin(wt) — rozwiazanie spelniajace war. poczatkowe
@
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Przyktad: rozpad promieniotworczy /
wzrost populacji

%:—AN@), A>0

(ubytek na jedn. czasu proporcjonalny do liczby atomow)
Rozw.: N(t) = N, exp(—At) — liczba nierozpadlych atomoéw po czasie t
A—>-1

N (t) = N, exp(At) — populacja w czasie t, prawo wzrostu Malthusa

Bardziej realistyczne rOwnanie: (5]
det(t) AN()[1-N()/N], ; X
x=N/N"> x=Ax(1-X) o
(nieliniowosé!) "=

0.3

o_z2




Ogolne uwagi i twierdzenia

Rozwiazanie y(X) r.r. nazywamy calka r.r., a wykres (X, y(X)) krzywa calkowa.
Calka ogolna réwnania rzedu pierwszego jest postaci Y(X) = f(X,C), gdzie C

jest stala. Stala t¢ wyznacza si¢ z warunku poczatkowego y, = f (X,,C).
Rozwiazanie osobliwe to rozwiazanie, ktdrego nie mozna uzyskac z postaci f (x,C

dla zadnej wartosci C.

y'
Przyklad: y'=2,y = =1=(JyY) =1 y=x+C, x+C=>0
=37 (Wy)=1=y

(x+C)*, x>-C
X) =
y(%) {O, X< —-C

y(X) =0 —rozw. osobliwe




Jednoznacznosc rozwigzan

Tw. (o jednoznacznosci rozwiazan) R. postaciy'= f (X, Y),

f(x,y)1f, (X,y) ciagle w pewnym otoczeniu (X,, Y,) =

3 otoczenie (X, —a, X, +a), w ktorym jest okreslona dokladnie
jedna funkcja @¢(x) o wlasnociach: ¢'(x) = f(X,4(X)), #(X,) =Y,




Rownanie o zmiennych rozdzielonych

p(Y)Y'(X) = g(x) = p(y)f'j—i= 4(x) = p(y)dy = q()dx = [ p(y)dy = [ a(x)dx

P(y)= [ p(Y)dy, Q(x)=[da()dx,  P(y)=Q(x)+C, C - pewna stala

Rozwiazanie jest dane w postact uwiklane;j!
dy d
D: —(P(y(x)) Q) -C)=-L="P(y )——Q(X) y' p(y)—q(x) =0

dx dy
Przyklad:

3 2
yz—ﬁ(t)_t: yzdyztdt:y?=%+cz> y=$/§t2+30
C'=3C,y= 3/%t2+C'

2 '
Warunek poczatkowy: y(t,) =y, = >;° = % + % =Yy= i/% (=t + Y,

Z nieskonczonej liczby rozwigzan z parametrem C warunek poczatkowy wybiera jedno!




Rozwiazanie rOwnania populacji (4 = 1):

dx dx X X
L N —|ldt=>h-2|=t+C> =exp(t+C) =

! L _ !
1——| =exp(—C)exp(—t) = 1 —— = C'exp(-t) = X(t) =

> X 1-C'exp(-t)
war. poczatkowy: X(f, =0) = x, =1 - C'=x()= 1— x1

Xo 1+ —"%exp(-t)
X

0

1+ 2% exp(—t) # 0 = exp(—t) = —¢ :>t;t—1n( XO j,xoe(—oo,O)ua,oo)
0 XO 1 X()_1

(wt= —ln£ % j osobliwos¢)
X, — 1

X, =0=x(t)=0
VX, #0:1lim,__ x(t)=1




- )
Jednoparametrowe rodziny

krzywych 1.4}

R. populagji 1.2}
X = X(1—=Xx) 1}
X(t) = : R
| X, 0.5k

1+ exp(—t) -

0 0.t

0.z}




Rownania sprowadzalne do rownania
0 zmiennych rozdzielonych

y'= f(ax+by+c) R. jednorodne w X 1Y:
u=ax+hby+c
o Y'(x) = f(lj
u'=a+by'=a+bf (u) X
u' y
:1 = — = ': y
21 bf () u(x) X,y ux, y'=u'x+u
u'x+u= f(u)
u' 1

=—, f(u=u, x=0

f(uy-u x




Analiza funkgcji
wielu zmiennych




Przestrzen wektorowa unormowana

HH X - R -norma

1)§¢0:>H§H>o,

-

2) [x+y] <[]+ ||

3) aEH =|a X

Tw. Przestrzen unormowana ( X, ||-|) jest przestrzenia

metryczng z metryka ,0()_(), §) = H; — §7H

(norma indukuje metryke, ale
D: p: XxX >R, _U{0} metryka nie indukuje normy)

) p(x,%) =[0] = 0, 2) p(x,y) = (¥ %),

3) p(x,2) = X—ZH = H —y+y—ZH < HX—yH+Hy—ZH = p(X,y)+ p(y,2)

Przyklad: X =R", x| = \/ X'+ X +...+X> (dlugos¢ wektora)




Pochodna czastkowa

f:R" >R, y=1(X)=1(X,X,,....,X.)

Pochodna czastkowa po X, w punkcie X :

of F(Xyeis X+ 0,00, X )= F(Xyeets Xy X))

—(X)=1lim
@Xk( ) 5—0 o

Inna notacja: f, (X), f,(X)

Pochodng funkcja czastkowa po X, nazywamy funkcj¢

. . — e af —
przyporzadkowujaca kazdemu X wartos¢ PV (X)
Xy
Pochodna czastkowq po xj wyliczamy tak samo, jak zwykiq pochodna,

traktujac pozostate zmienne jako state

f(X,Y,2) = Zsin(xy)
f (X, Y,2) = 2y cos(Xy), f,(X,Y,2) = 2xcos(xy), f,(X, y,2) = sin(xy)




Gradient

f:R" >R
Gradientem funkcji f nazywamy wektor pochodnych czastkowych, tj.

o (X) of(X)  &f (X)
ox, ox,  OX

Vf (X) = grad f (X) :(

n

Operator Nabla V = g : g ,...,i
OX, OX,  OX,

f(x,y)=x>+y%, Vf(X)= (2x,2y)
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Interpretacja geometryczna gradientu




_Pochodna funkcji ztozonej

f:R“ >R, g :R" >R, i=1,.Kk, posiadajace pochodne
czastkowe w punkcie X iy, = g, (X).

Oznaczamy ( f o g)(X) = f(g,(X),..., g, (X))

Tw. Pochodna czastkowa funkcji f o g wynosi
0(fog)(X) _ 523 d.(%)

OX, = oy, X,
Przyklad:

f(y19 y2) — y1y2 +2y19 gl(aﬂﬂﬁy) :a+ﬂ+7/9 92(05,,5,7/) :az
of (y) _ of(y) a9, , of (¥) 99,
o oy, oaa 0y, O«

j=1,...k

=(Y, +2)l+y2a=a’ +2a(a+B+y)

AW _ oA _

B oy




oh(a(s,t), B(s,t),y(s,t)) oh da N oh op N oh oy

05 - da &5 0B 05 Oy 05
oh(a(s,1), A(s.1).7(s,) _ oh da  oh 9f  oh oy
ot da ot OB ot oy ot

ox(f(X,y),y) Ox of
OX of ox

ox(f(X,y),y) Ok of N oK

oy of oy oy




| Pochodne czastkowe wyzszych rzedow

UcR", f:U—>R, é?—f()_(') roézniczkowalna
X.

Pochodna czastkowa drugiego rzedu: igi(f(’) =t =T
X. i

j 0%
o i o , ciagle w X. Wtedy o = o'f :

OX,0X;  OX;0X; OX.0X;  OX;0X

D: d(x,y)=f(x+h,y+k)- f(x,y+k)- f(x+h)+ f(x,y)

p(x,y)=T(x+h,y) - T(Xy), w(xy)=T(Xy+k) - T(X,y)

Z Tw. Lagrange'a o wartosci sredniej 36,,0,,1,,17, € (0,1):

D(X,y) =@(X, Yy +K)—o(X,y) =Ko, (X,y + 6k)

@, (X, y+6k)=f(x+hy+6k)—f(x,y+6k)=hf_ (x+6,h,y+0k)

D(X,y) = hkf, (X +6,h,y + k)

Podobnie ®(X,y)=w(X+h,y)—w(X,Y) ...

(X, y) = hkf,, (X +m,h, y+7k)

Tw. W U istnieja pochodne

= f (Xx+60,h,y+6k)="1 (x+nh,y+nk).Zciagloscif, (x,y)=f (X,y) U

X




Macierz drugich pochodnych (hessian):

(0*f  O*f )

OX*  Oxoy
F'xy)=| ,
of of

L oxoy oy’

o o°f 7\ = 0’ f
OX,, OX;0X; OX, OX;OX;

Pochodna czastkowa rzedu trzeciego: = fi;

f:R°> R, f(X,y,2)=X"+yxX
fo=2x+y,f, =xf, =21, =f,=1Lf,6=0

XX > T Xy > Tyy T




Wzor Taylora dla wielu zmiennych

f:UcR*>R, P=(x,Y,), P(x+h,y,+k), PPcU

=) ox'™ oy
Tw. f ma ciagle pochodne czastkowe rzedun wU = 36 € (0,1):
d'f(P,)(h,k) - d"" f(P,)(h,k) N d"f(x,+ha,y, +ka))(h,k)
1! (n—1)! n!
Dla d wymiaréw i n =2 czlonéow, f : R™ — R, mamy

FRT) = £(0) i@f(x)h Zzazf(x+0h)hh

=1 X |1J1 6)(6)(

. J
dif(x, y)(h,k) = Z(Ija OO I 31 — esgratorien st (dhn g

F(P)=1(R)+

f:UcR?—>R- d-wymiaréw

. R j il j
S o' f(x,..., X
d!f(X)(h)= E 4 ki

)hlil...hd‘d, i+ i =]

(wzor Taylora taki sam, jak wyzej)




Przyklad:

i - X oxyt Xy oxy’ X xyt Iy’
f (X) =sin(X)cos(xy)e™” =~ X — Xy ——+ + — + + —
& (X)oos(xy) y 6 2 6 6 120 24 12

[ ol
S

-




Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Tw. (warunek konieczny ekstremum lokalnego)

Jezeli funkcja ma ekstremum lokalne w punkcie X, i ma w tym
of (X,) _
OX.

Dowdd: Ustalmy 1, nastgpnie rozwazmy g(X) = f (..., X_, X, X . ,...).

pochodne czastkowe, to 0.

Funkcja g(X) ma ekstremum dla X = X,;, a zatem z tw. o warunku

koniecznym ekstremum dla funkcji jednej zmiennej mamy d%(x) =0,
X
CO 0znacza o (... X“g X Xeappee) 0.0
X

f(X,y)=x"+y’
XO:()a YO:O

af (X09 y()) — af (X09 yO) O

OX oy




Forma kwadratowa to wyrazenie postaci

gth)y=> hash,  (np.dlan=3:x>+y*—z* —102x +2xy)

i) j=1
Forma kwadratowa jest dodatnio okreslona, jezeli
vh =0 : g(ﬁ) > ()
a yjemnie okreslona, jezeli
vh #0: g(ﬁ)<0.
Jezeli nie zachodzi zaden z tych przypadkow, to forma jest nicokreslona.
o” f (X)

Tw. Rozwazmy forme d” f (X )(ﬁ) = hih; 1niech f (X) ma ciagle pierwsze
OX..
9%

of (X,)
OX.

1 drugie pochodne w okolicy X,, oraz = 0. Wtedy jezeli

a) d”f ()_(’0)(5) jest dodatnio okreslona to f ma w X, minimum lokalne

b)d*f (io)(ﬁ) jest ujemnie okreslona to f ma w X, maksimum lokalne

c)d*f (YO)(H) jest nieokreslona to f nie ma w X, ekstremum lokalnego




Minorem rzgdu K macierzy a rzedu m nazywamy wyznacznik utworzony

z pierwszych K rzedow i pierwszych K kolumn tej macierzy:

a, ... a,

akl o o0 a.kk

Tw. Forma g(h) = ha;h; jest dodatnio okreslona, jezeli wszystkie jej minory sa

dodatnie, A, >0, k =1,2,..,m, a ujemnie okreslona, jezeli (-l)kA< >0, k=1,2,..,m.

Jezeli nie zachodzi zadna z tych dwoch sytuacji, to forma jest nieokreslona.

0’ (X, Yy) 07T (X, Y,)
OX* 19,
Przypadekm :2: W: X Xay : 81:(XOa yo) — af (X09 yO) :O
0" f (X Yo) 07 F (%, ¥p) OX oy
OX0y oy’

2
DW >0, 2 f(xg’yo)
OX

>0 - minimum

2
W >0, I oY)
OX
3) W <0 - punkt siodlowy

<0 - maksimum

4) W =0 - brak rozstrzygnigcia




‘ minimum




Siodto: f(x)=2x2-y2+xy

Poszukiwanie ekstremOow globalnych na obszarze domknigtym:

1) znalezienie ekstremow lokalnych we wnetrzu

2) inspekcja brzegu 1 "rogow"




Funkcje uwiktane

F(X,y) - ciagla, F(X,¥)=0 — y = y(X) - funkcja uwiklana

Tw: F (X, Y,) =0, F,,F, - ciagle w otoczeniu (X, Y,), F,(X),Y) #0 =

X2°y
) Ve>030>0VXxe(X,—0,%X,+9) Jjedyney e(y,—¢&,Y,+&): F(X,y)=0
F (X, y(X))
2)y'(x) ==
F, (X, y(X))

FO,Y)=x>+y -1, x,=Y, = % - rbwnanie okregu i punkt don nalezacy

X 1
F =2x, F, =2y = y'(X)=——, y'(—=) =—1 - mamy "bez wysilku"
. y =2y = Y'(X) v y(\/z) y y

F(X,y)=2"x-x*y*+(1-x*)siny, x, =Y, =0 - nie da si¢ odwikla¢!
F,(0,0)=10

29 —2xy* —2xsin
! L y(0)=-1

y'(x) =~

2YXIn2-2x’y +(1-x*)cos y




Wyprowadzenie 2): F(X, y(X)) =0,

Z tw. o pochodnej funkcji zlozonej:

j—x F(x, Y(X) = F,(X, Y)+ Y (OF, (X, y) = 0

Ponadto d—2 F(X,y(x)) = i(FX(X, y)+Y'OOF, (X, y)) -
dx dx

= F, + 2V (0F,, + y"(0F, + (Y (0)°F,, =0

2
L L +Y"OOF, + et F, =0
F F,

y

F.F’-2F FF, +FF>

Xy' x'y

3
Fy

= y"(X) =~

Ekstremum y(X): Y'(X)=0=>F, =0= y"(X)=- Fo

F

y




Przyklad krzywej trzeciego stopnia: Lis¢ Kartezjusza

F(X,y)=X+Yy =3xy=0

F,=3y"-3x20= Yy +y -3y 20> y 232

(X, Y) % (0,0) A (X, y) = (/4,32)

2_
y':_FX:3X2 3y:>y':0 dla y=x"=x"+x°-3x>=0
F, 3y —-3X

y
=%, =32, y, = ¥4,

2 2
. FoF,~ —2F FF +F,F _
F3
y

_ 6XB3Y’ -3 +6(3%* ~3y)(3y* —3x) + 6y(3x* ~3y)’
(3y* -3x)°

= (po wstawieniu) Y"(X,,Y,) <0 -maksimum




Ekstrema warunkowe

f,g:R* >R
Funkcja f ma w punkcie (X,, Y,) maksimum warunkowe, jezeli
3>0 VXY [(X=%) +(Y-Yo) KIAGXY)=0= f(X;,Y,)> F(X,y)

analogicznie: minimum ... f(X,,Y,) < f(X,y)

g(x,y>=0:y=y(x>,y'=—gx

y

= funkcja moze mie¢ ekstremum gdy f. g, = f g,

Przyklad: f (X, y)=X+Y, g(X,y)=x"+Yy -1

warunek: 2y =2X, = X, =Y, =t—

J2




Metoda mnoznikow Lagrange’a

Tworzymy pomocnicza funkcje ®(X,y) = f(X,y)—A9(X,Y), gdzie A nazywa si¢
mnoznikiem Lagrange'a lub czynnikiem nicoznaczonym Lagrange'a. Nastepnie
znajdujemy ekstrema funkcji @ tak, jakby zmienne X 1Yy byly niezalezne.

Rozwigzujemy uklad rownan ® =0, ® =0, g(x,y)=0.
Dowod: @, = f, + 49, =0, ® = f +4g, =0. Eliminujac 4 dostajemy f, g, = f g,.

Dla n zmiennych i kK warunkéw mamy nastepujace uogolnienie:

D(Xy Xyyeees X ) = F (X5 Xs 50y X )+ 4,0, (X5 Xy, X ) Ao+ A4, 0 (X5 Xy X))

Szukamy ekstremum

O D(Xp5 Xy5eees X)) =0 F (X, X sty X)) + 4,09, (X Xyt X)) o+ 4,00, (X, X500, %) = 0

Ponadto g, (X, X,,...,X,) =0, r =1,...,k, co lacznie daje n + k rownan na n + Kk niewiadomych

(n zmiennych X i k czynnikow A).




Krzywe i rozciagtosci wielowymiarowe

®:VcR“>UcR", k<n — homeomorfizm (1-1,® i®' ciagle),
U, V —otwarte. Wtedy U nazywamy k-wymiarowa powierzchnia
(hiperpowierzchnia, rozciagloscia, rozmaitoscia)

VO,
® ma n skladowych, ®@ . Ukladamy gradienty @ w macierz: ®'(X) =

VO

n

® jest homeomorfizmem regularnym, jezeli Vx € V rzad ®'(X) =K.

Wtedy U nazywamy k-wymiarowa powierzchnig gladka

k=0 - zerowymiarowa powierzchnia (punkty 1zolowane)
k=1 - krzywa, linia

k=2 - powierzchnia

k>2 - hiperpowierznia




Przyklad:

T T cost —sint .
k=Ln=2,U=(-—,—), d=| . |, O'= NVteU :3d'Arzd'=1 — luk gladki
2 2 sint cost
i 1
k=1Ln=2,U=(-11), CD:[\/?J,VH&O:CD': sgn(t) | — wt=0 @' nie instnieje (szpic)

2t

0. 0.4 0.6 0.8




Krzywa domknieta gtadka:

®:[a,b] > R"
d(a)— poczatek, ®(b)— koniec
®(a) # ®(b) — homeomorficzna z przedzialem

®(a) = d(b) — homeomorficzna z okregiem

RYS., str. 221




Krzywe stopnia drugiego (stozkowe) ”

Powstajq z przeciecia stozka ptaszczyzna:

Okrag, elipsa, parabola, hiperbola pczmb@.’a
aX2 + bey + Cy2 + dX + fy + g = O ’ hyperbola
a b d b /
d
A=lb ¢ f|,J= q
b ¢
d f ¢
a d| |c f
| =a+c, K= + krzywa A J A/l K
J J elipsa 0 >0 <0
parabola 0 0
hiperbola 0 <0
okrag=elipsa, a =C linie przecinajace sie 0 0 <0

linie przekrywajacesig¢ 0 0 0




Redukcja do prostszej postaci:

Przez obrot mozemy si¢ pozby¢ czlonu mieszanego

X'=Xcos@+ ysing

y'=—-Xsin@g+ Yycos¢

Czlon mieszany wynosi wtedy 2X'y'[(a —C)cos @sin ¢ + b(cos ¢ —sin” @)]

1 znika dla tg(2¢) = 2b dla c # a oraz ¢=% dla ¢ = a. Po takim obrocie
C—a

mamy AX"”+Cy "+ 2Dx'+ 2Fy'+ G = 0.

Dla A= 0, C #0, czlonow linilowych pozbywamy si¢ przez transformacj¢

X"=x+D/A

y"=y'+F/C y C

—+2-=1,a>h, c= a’—b*, e==— mimosrod
Wtedy AX"2+Cy"2+G":0. a b a

y =ax’, Xx=ay’ — parabola

X* y°
az b

=1, Xy =Cc— hiperbola




D X

| XF, |+ | XF, |=2a = const.

F1, F» - ogniska
a - potos wielka
b - potos mata










Catki eliptyczne (*)

X=asing, y=Dbcos¢

dtugosc tuku elipsy

J(dx)* + (dy)’ \/(j’;} (:Z’J dg = Ja’ cos’ g+ b’ sin’ pd ¢ =

Ja*cos® g+ (a> — %) sin® gdg = \Ja* — ¢ sin’ gd ¢ = ay/1 — e’ sin’ gd
L(D) = aT\/l—ez sin’ ¢d ¢

b 4
d T
J 2¢. —=Fk.¥), k<l F()=F(k.2) Calka eliptyczna: I rodzaju
\/1 K”sin” ¢

jd¢¢1 k?sin? ¢ = E(k,¥), k<1, E(k)=E(k, —) II rodzaju

0

iy = K(h,k,¥) ITI rodzaju
» (1+ hsin® ¢)\/1 k*sin® ¢

O =y G

fR ﬁ? )dr (1) W — wielomian stopnia 3 lub 4




Hiperbola | PF, |- | PF, | =2a = const.

N ,f'
b Vs :
2 2 f‘f
=y
— 7 =1
a- b
c’=a’+b’
C
e:_>1 !’t !1
a ‘ |

-q»«—< L —p

/ " asymptoty /\




Parabola

X = 4ay’
e =

4 T
Fi
F 4
;"’.
Fa

/" directrix

vertex (0. 0)
focus (a.0







Vvertex

(a.0)

A

directrix
X =—a

focus (a, 0)

A

directrix

r=a3lc

directrix
"y
x=a-/lc

Stosunek dtugosci czerwonych
odcinkow ukosnych do
poziomych wynosi e

directrix = kierownica




Krzywizna krzywej ptaskiej

Krzyway = y(X)
rownanie styczne] w (X, ¥,): Y=Y, = Y'(X)(X—=X,)
rownanie normalnej w (X, Y,) (prostopadla do stycznej): y-—-Yy,=— '(1 ) (X—=X,)
XO
(jest tak dlatego, bo y'(X) =tga, wigc tg(a + %) = —Clga = — Y ))
y'(X

Rozwazmy 2 punkty na krzywej, (X,,Y,) 1 (X, Y,), oraz normalne w tych punktach:

Y=Yo=—— (X=X%y), Y=Y, =————(X=X)). Ich punkt wspdlny to

oY) R ACT

1+(y1_y0)yv(xl) 1+(y1_y0)yv(xl)

<y — X, — X, VXY, Y = Yo+ X, — X,

° y'(Xl) - Y'(XO) o ’ y'(x1) — y'(xo)

X, — X, X, — X,
' 2 ' 2
W granicy X, — X, dostajemy X = X, — 1+(¥ (%)) Y'(%), Y =Y, + 1+(¥ (*,)) :
y"(Xo) y"(Xp)
! 2N\3/2

Odleglos¢ tego punktu od (X,, Y,) to p = (11 y'(%)") , a krzywizna to z def. 1

| y"(xo)‘ 1Y




Dla krzywej parametrycznej (X(t), y(t)) mamy d

rstycznej  — Y,(X—X(8) ~X,(y = Y(£)) =0
r. normalne; — X, (X—X(t))+ Yy, (y—Yy(t))=0
2 2 2 2
Yy y =y
Xi Y = YeXq XY = YeXu

wsp. srodka krzywizny — X = X(t) —

1 _ | Xtytt B thtt |
5 5\3/2
P (xP+Y7)

krzywizna —

Krzywizna nie zalezy od ukladu wspolrzednych (translacje, obroty).



Parametryzacja kanoniczna krzywej (*)
(X(D). y(B), 2(1))

s(t) = J dt '\/ X’ +Vy. +2° — dlugos¢ krzywej mierzona od s,

S, = \/xtz +y>+2z° >0=3t(s)
(X[t(s)], Y[t(s),z[t(S)]) — krzywa sparametryzowana kanonicznie
dx X, X, dy  dz
ds s \/xt2+yt2+zt2 ds 7 ds

(&) (&) (&)
=S| — |+ =] +|—| =1
ds ds ds

Dlad =2y = f(x)

da
ds

da dx
dx ds

e 1

IR N f? p

Interpretacja: krzywizna jest pochodna tangensa nachylenia krzywej po parametrze

kat stycznej do Ox: a=arctg f'=

kanonicznym




Powierzchnie kawatkami gtadkie

Sfera Alexandra

Butelka Kleina







Catki wielowymiarowe




Definicja catki wielowymiarowe

Uogolnienie jednowymiarowej calki Riemanna na N wymiarow:
P= [a1ab1] X [azabz] XX [anabn]
[P = (bl _al)'---'(bn _an)

S=y(b—2a)> +..+(b,-a,)’

Dokonujemy podzialu n-wymiarowego prostokata
m. =inf{f(X):xe P}, M, =sup{f(X): xe P}
s=m |P|+.+m ||B |, S=M,|P|+.+M,|B |
Rozwazamy normalny (6, — 0) ciag podzialow

s  =lims, — calka dolna, S = limS_ — calka gérna funkcji f na prostokacie P

N—o0 N—o0

Jezelis =S to wielkos¢ te nazywamy wielokrotna calka Riemanna

Notacja: dedy f(X,y), Hj dxdydz g(Xx, Y, 2)
P P




Catka iterowana

b, by by b,
| dy( Jax fx, y)j, | dx( Jay f(x, y)j— calki iterowane

25 ] a Q

Tw. Fubiniego: Jezeli f : P — R jest ciagla, to obie calki iterowane sa rowne

calce Riemanna _[ I dxdy f (x,y).
p

(analogicznie dla wickszej liczby wymiarow)

Przyklad: P =[0,1]x[0,2]

” dxdy (x°y +2) =_1[ dx

2
:Idy

0




Catki po dowolnym obszarze

AcR"

f(x)dlaxe A
F(x)=
Odla xeP\A
o,y :[a,b] >R
A={(x,y):a<x<h, o(x)<y<wy(X)}— zbior normalny wzgledem Ox
Tw. Jezeli f : A— R jest ciagla, to jest calkowalna, oraz

b w(X)

”dxdyf(x,y)z_[dx j dy f(X,Y)

a P(X)

Przyklad:
A={(X,y):0<x<1, 0y <1-x}— trojkat




Zastosowania catek wielokrotnych

V =j_/[jdxdydz

A={(XY,2): X, ¥, X=0,X+Yy+z<1}
X,y —ustalone=>z<1-Xx-Yy
X — ustalone, szukamy najwigkszego mozliwegoy: y <1-X-—z,

poniewaz najmniejsze Z=0 = y <1-X

V = jde dyl_]_ydz = jde dy(l-x—-y)= jdx {(1 —X)* — ( _2)()2 } = %

0

1

Jest to tzw. objetos¢ sympleksu. W n wymiarach V = —
n!




Srodek ciezkosci
- I
|

X=—-/[||xdxdy y=—1/||y dxdy — figura 2-wym.
| AlR IAIAI

Objetos¢ bryly obrotowej powstale; w wyniku obrotu
regularnego zbioru A wokol Ox: |V =27 I j y dxdy
A

Reguly Guldina: |V |= 277 | A|, 7= ﬁ [['y dxay,
A

Dla torusa |V |=2za zr’
Podobnie dla powierzchni powstalej w wyniku obrotu luku mamy

B
IS|=2x& |L|, &= ﬁ f ydt - odleglosc srodka cig¢zkoci luku od osi obrotu

Dla torusa |S|=27a 2xzr




Pole powierzchni

z=1t(X,y), (X,y)eA

S |= j/jdxdy\/lJr(?;jz +(Z‘;j2

Wzor wynika z konstrukcji przyblizajacej powierzchnig¢ rownoleglobokami

Przyklad:

f(X,y):l—X—y
A={(XYy):X,y20,x+y<1}

|S|:_dedy\/§=£

2




Zamiana zmiennych - dyfeomorfizm

feC':R">U -V cR", homeomorfizm rzedu n

(bijekcja, pochodna odwracalna, f if ™ ciagle)

@ (b)

b
Pamigtamy, ze dla jednej zmiennej I dy f(y) = Idx flo(X)]p'(X), Yy =@(X)

p(a)

Tw.p: X cR">Y < R" klasy C'

J(x) =

Wtedy
[ ] f(y)dy,..dy,

o9,

0X,

op,

0X,

o9,

op,

OX

n

# 0 — jakobian przeksztalcenia ¢

=[] FloOOTI IO [dX,.0Xy, Yy = 0, (Kpsess X,)



Podstawowe uktady wspotrzednych

Wspotrzedne biegunowe (osiowe)

®:R* >R’

@(r,¢):($ij=®g’,zn, X=Trcosg, y=rsing

D(x, y):{;g:ﬁ , r:m, ¢=arctg%
OX OX

(1. 4) = or o¢ :(cosqﬁ —rsin¢j
’ oy oy sing rcosg¢
or o0¢
cos¢ —rsing

sing rcos¢

_r j dxdy f (x,y) = j rdrdg f (X(X,), (I, d))

Homeomorfizm regularny dla r # 0,rzad ®@'=2. Dla r =0 jest osobliwos¢, bo w tym

punkcie nie mozna okresli¢ kata




Przyklady:

dxd drd
;“ Xyzzj'rr¢:

2

e Y ot T jordrj'ozzd¢:R2ﬂ

0 0 0 2 0
| = jdx e‘xzjdy eV :de exzj = jdx e =r

R
e Vdxdy= | e rdrdg=2z[rdre” =-ze"
r’<R’ A

R

r=0

—R?
=7 — 7€




Wspotrzedne eliptyczne

X =arcos¢
y =brsing

2 2

%+§: r’, J=abr

Wspotrzedne walcowe (cylindryczne)
X=Trcos¢

y =rsing
=17
J=r

Liniowa zmiana skali

X =ax'
y =hy'
zZ=cz'

J =abc




Wspotrzedna sferyczne (kuliste)

®:R’> R’

X =rsinécosg
y =rsinésing
Z=rcosf

0 €[0,7] - kat osiowy(szerokos¢ geogr.),
¢ €[0,27) - kat biegunowy (azymutalny, dlugos¢ geogr.)
sinfdcos¢p rcosdcosg —rsinfsing
®'=| sinfsing rcosfsing rsinbcosg
cos @ —rsiné 0
J=r’siné

r=0=rz®'=1- w srodku kuli nie mozna okresli¢ katow

0=0vO=r—=1z®'=2—- nabiegunach nie mozna okreli¢ kata ¢




Przyklad:
Objetosc kuli

T

V = m dxdydz =_Ffdrjd0Td¢r2 sinQ:Tdrjd cos@zquﬁrz =
0 0 0

X2 +y*+22<R? 0 -1 0

(d cos@ =—sin0d )

Srodek ciezkosci polkuli:

” z dxdydz
x2+y2+.zz<R2 1 .F‘i ﬂjz T
z>0 2 .
n= : = dr | d@ | dgr-sind rcosf =
|| dxdydz 2 R0 1 %
X +yz:5 <R
R 1 27 4
_ 3 3jdrjdcosﬁjd¢ P cosf = —> 3R—l27r=§R
27R™ ¢ % ) 27R° 4 2 8

—22r=—r
3




Rownania prostej i ptaszczyzny

prosta o kierunku a 1 nalezacym do niej punkcie X ;:
X(t)=X,+ta

plaszczyzna o wektorze & do niej prostopadlym 1 nalezacym do

niej punkcie X,: (X—X,)-a=0




Ptaszczyzna styczna

Ptaszczyzna styczna do powierzchni gtadkiej o rownaniu f(x,y,z)=0

dana jest rownaniem

@f (X09 y09zo) af (Xoa yoazo) af (Xoa yoazo)
X—X,)+ —Y,)+ 2—12,)=0
Saaa U o (Y= Y,) P G
WthOI' af (Xoa yoazo),af (Xoa y0720),af (X07 y07ZO) jeSt prostopadly dO
OX oy 0z

powierzchni w punkcie (X,, Y,, Z,). Prosta prostopadla do powierzchni w tym

punkcie ma wigc rOwnanie parametryczne

af (X09 y09zo) af (X09 yOﬂzO) af (X09 yOﬂzO)
t+ X t+y t+z,

OX v oy v oz

Dla sfery f = x* + y*> + z2* — R*, wigc prosta prostopadla ma rownanie

(2%t + Xy, 2yt + Yy, 220t +Z;)




Elementy analizy
fourierowskiej




Szereg Fouriera

f:[-7,7]—>C

funkcja calkowalna z kwadratem modulu: 3 J- dx‘ f (X)‘2 (przestrzen L,)

1) uklad ortonormalny funkcji: @: [-7,7] > C

[ dxg, 00, (x) =6,

2) uklad ¢, (X) jest zupelny, tj. kazda funkcje z L, mozna zapisac jako
szereg f(X)=>_" ¢, 4,(X)

j dxg, () F (x) = j dxg, (0" ch (0= c, [ dxg," (), (%)
_Z_oo n~“mn




. 1
W szeregu Fouriera ¢ (X) = Te'”x, X € [-7, ] (ortonormalny).
T

1 inx_# C Inx N —inx _
f(x)_Eche _\/g(cOJer:cne +Zc_ne j

ﬁ(% + i(cn +C_.) (" J;e_inx) + ii(cn —C_.) (™ ;iemx)j _

1

a, + Zan cOS nX+an sin NX
1 1

(szereg F. z funkcjami sin 1 cos)

a, =i!dxf(x), a :%j‘dxf(x)cosnx, b, =%jdxf(x)sinnx




Przyklad:
f(X)=sgn(X), X e[-7,7] (nieciagla!)
a, =0, n=0,12,...

)
4 :
2 o n - nieparzyste
ol :—_[dXSmnx——jdXS1nnx———cosnx\ TNz batzy
bt nz 0
| , N - parzyste
" 0 w punktach nieciggtosci
1 Srednia arytmetyczna
wartosci po obu stronach,
W=z0l W=1001 tUta_] (1 1)/2




Dlaf :[a,b] — C rozwinigcie Fouriera ma postac

f(x)=a, +Za COS—— X Zb sin nzx

L
2

1 b
aO:Ejdxf(x),

gdzie T = , oraz

T X

b
:—jdxf(x)cos nT b, =%‘£dxf(x)sin$, (n>0)

Uwagi: Podobnie jak w rozwinigciu Taylora, rozwinigcie Fouriera reprezentuje
dang funkcje z pomocg (nieskonczonej I|czby) wspotczynnikow.
Reprezentacjg funkcji jest wiec nieskonczenie wymiarowy wektor (cp).
Kazda funkcja catkowalna z kwadratem ma rozwiniecie Fouriera.




1 & 2
f () N > c.e™, g(x) :% > de™

T N=—0o0 /A N=—00

[t 0g00 =Y ¢,d,

N=—oc0




Transformata Fouriera (ciggta)

Rozwazmy f : R — C, dla ktore;j EIJ- dt‘ f (t)‘ (przestrzen L,).
Transformata Fouriera funkcji f nazywamy

f (o) :ﬁ j dt e f(t), weR

Wlasnosci:

1. f(a)) jest ciagla

2.9(t)= f(t-a)= §(w)=e"*f(w)
3.g(t)= f(t/a)= §(w) =af (aw), a>0

4.f -rdézniczkowalna, f'e L, = ?‘(a)) = ia)f(a))




Splotem funkcji f 1 g nazywamy

(f*g)(y) = [ dx f(y—x)g(x)

Tw. (f *g)(@) = f ()§().

Odwrotna transformata Fouriera:

f(t):ﬁjda) e f(w), teR

Réwnos¢ Parsevala: J. dt f"(t)g(t) = j dw f*(a))@(a))

Rownos¢ Plancherela: T dt ‘f(t)‘2 = T da)‘ fA(a))‘2




[co=( 26 4=in 2t fE] exp (-T2 (210720 [co=(ZE)4=in (2t 2] axp (-t 2/ (Zx100727 )

,|11I | TRERTHINN ]

,_nunﬂMH .Mﬂ.nn.ﬁ_. . LI

—20 ”—zddU-Lt : I..I lwuuz'i'_'an —guu -ch LI-.L'.I bl LIEELI i,u
—|]_5|:- -4 6 H Lt
-1y | -1
| [
__'L__5'_I | -1 5 1 | |
. 1z_.5L 125
10k Re 100
9.5 a5
| st 50
I\ F_E i
..... I Job
-q -z z 3 -q -z z 3
-z_ 5 -z5
-5 Im -50

sygnat czasowy — widmo czestosci

rozmxcie szerokosci od skoﬁczonego zakresu w t




Transformata Fouriera funkcji Gaussa

f(t)=e 22 f(co) \/_ j dte 2a2 Sl

(a)) \/_ J' dte 2a2 Tt — f j dte 22 te"”t
- 1 OO 2 d _% —iot Ia d zt: —lot
_—|ﬁ£dt(—a )E[e e = e e =
a2 %, - d ? —iz | .
= — dte 22 —e™ = —a°w j dte 22°e™ = —a’wf (w)
\/27z_'[ dt
Rozwiazanie: f( W) = Ce 2 (szerszy sygnat, wezsze widmo)

2 2

t2 a‘w

dte Zazz%j V_a= f(w)=ae 2

(O):JE[O
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