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Analiza funkgcji
wielu zmiennych




Przestrzen wektorowa (liniowa)

- — -

X,Y,Z € X -wektory, a,b - skalary, tj. liczby pewnego ciala K

X + ? = Y/ + X przemiennos¢ dodawania

(;( + ?) +Z=X+ (9 + E) laczmos¢ dodawania

0+ X =X istnienie wektora zerowego, 0e X

VX 39 X + 9 =0 istnienie wektora przeciwnego, 9 = —X
IX = X

a(bx) = (ab)x

a(i + E/') —ax+ay Inna notacja: X = X

(a +b)X = ax + bx

X nazywamy przestrzenig wektorowa (lub liniowa) nad cialem K




Przyklad: wektory na plaszczyznie
X =R>,K=R

X = , X+VYy= N , AX =
X, X, +Y, 0 ax,

n —_—
> a X - kombinacja liniowa
=1

n —
Jezeli ) a,x,=0=a =a,=..=a, =0,
i=1

n

to wektory Z,i =1,...,n nazywamy liniowo niezaleznymi
A < X napina X jezeli kazdy wektor z X mozna zapisa¢ w postaci
kombinacji liniowej wektorow z A. Jezeli ponadto wektory z A sa

lintowo niezalezne, to A nazywamy baza przestrzeni X.
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Przestrzen wektorowa unormowana

HH X - R -norma

1)§¢0:H>2H>0,

-0

2) [x+y] < |x|+|v]

3) a;H =|al X

Tw. Przestrzen unormowana (X,

) jest przestrzenia

metryczng z metryka p(;, ;/) = H;() — ;IH

(norma indukuje metryke, ale
D: p: XxX =R, U{0} metryka nié indukuje normy)

) p(x,%) =[0] =0, 2) p(x,y) = (¥ %),

3) p(x,2) =[x~ 7| = |x -y +y -7 <|x - y| +|y -7 = p(x, ) + p(3.2)

Przyklad: X = R",

§|| = \/ X+ X +...+ X (dlugos¢ wektora) 5




Baza kanoniczna: - J|oczyn skalarny wektorow
0

| 0

0 | 0
&= .|, =|. =,

0 0 |

—_— — —

X=X€ +X6 +..+X€,Y=Y6€+Y,6+..+Y €

n

[loczyn skalarny: ;(9 =X, Y, + XY, +...+ XV,

Tw. H;(H =X X dla normy euklidesowe;j
Tw. Z nierd6wnosci Schwarza ‘i? < HQHHVH
Ponadto ;(9 = iHQHH?H dlax, = ay,, a >0 - rownolegle, o < 0 - antyrOwnolegle

rcos¢) - (r'cosg'
rsing ) V= r'sing' )’

—

X =,

Przyklad: R?, X

-r

;(S/): rr'(cos@cos@'+singsing') =rr'cos(¢ — ¢') 6




Przyklady:
1) X=C", K=C", X-y=XY, + XY, +...+ X. V.,

X||= XX +...+ X,X,

2) X —przestrzen funkcji rzeczywistych calkowalnych na przedziale [a,b]
b
f"=[ f(x)dx

a

b
[loczyn skalarny: f -g = j f (x)g(x)dx,

3) X -przestrzen ciggdw o wyrazach rzeczywistych, (a,)

a-b= ianbn, HaH = iaﬁ ((a,) takie, ze wyrazenia maja sens)
n=l1 n=0




Odwzorowanie liniowe

X,Y - przestrzenie wektorowe nad cialem K

Odwzorowanie lintowe L: X —> Y :
VX,y e X Va,beK: L(ax+by)=aL(x)+bL(y)
Odwzorowanie L : R"” — R* mozna przedstawi¢ w postaci macierzy,

o N kolumnach 1 k wierszach

/all a, - aln\/xl\
S| a a - a X i
Lx=| 22 2 . M=y
\akl A, 0 A Y, \Xn/

Tw. Odwzorowanie liniowe R” — R jest ciagle




Konwencja Einsteina o sumowaniu (fiz.)

YA, B, <A, B,
m=Kk

(sumujemy po powtarzajacych si¢ wskaznikach)

n
a-b=>ab, =a,b,
m=I

y=MX — vy, =MyXx
(AB) =A,B, -iloczyn macierzy

ay B

M, = Z M,, =IrM - slad macierzy
k=1




Pochodna czgstkowa

f:R" >R, y=1(X)=f(X,X%,....,X.)

Pochodna czastkowa po X, w punkcie X :

i(?() —lim F(Xyeis X + 0,0, X )= F(Xyeots Xy X))
OX, 50 o
Inna notacja: f, (X), f, (X)

Pochodna funkcja czastkowa po X, nazywamy funkcj¢

. . — e af —
przyporzadkowujaca kazdemu X wartos¢ PV (X)
Xy
Pochodna czastkowq po xj wyliczamy tak samo, jak zwykig pochodng,

traktujgc pozostate zmienne jako state

f(X,Y,2) = Zsin(xy)
f(X, Y,2) = 2y cos(xy), f, (X, Y,2) = 2xcos(xy), f,(X, y,2) = sin(xy)




Pochodna Frecheta

Rozwazmy f : R" — R". Pochodna Frécheta zdefiniowana jest jako odwzorowanie
liniowe A: R" — R takie, ze

| Hf(?(Jrﬁ)—f(Y)—Aﬁ

lim - 2 =0 (uwaga, f(X) jest wektorem o k skladowych!)
h—0 Hh
1
Mgy g .. g
OX, OX, OX_ Wiersze macierzy A stanowig
pochodne czastkowe kolejnych
Dy Loy .. Loy sktadowych funkgji f. Wierszy jest
Tw. A=| ox OX OX k ﬁwymiar przeciwdziedziny), a
kolumn n (wymiar dziedziny).

o, . of _ o,
_X _X 000 —X
D) ZE®) e ZE)

f.(X,y) Xy y X
k=3n=2, f(x,y)=| ,(x,y) |=|x+y |, f'(Xx,y)=A=|1 1

ek
|
[

f3(X9 y) X_y




Gradient

f:R" >R
Gradientem nazywamy pochodna Frécheta funkcji f, tj.

of (X) of (X)  of (i)]

ox,  Ox,  OX

n

Vf (X) = grad f (X) :(

Operator Nabla V= ( 0 0 g ]

9 ,ooo,_
OX, OX,  OX,

f(x,y)=x>+y2, VI(X)= (2x,2y)




Pochodna kierunkowa

f:R" > R*, ueR", ‘U’H =1, heR. Pochodna kierunkowa w kierunku U :
f(X+0o0)- f(X)
o

—

of _ AR
E(X) =0of;(X) = 15123

—

Tw. Jezeli A jest pochodna Frécheta w punkcie X, to 2—2()‘(’) = AU
u

. | H?(?Hﬁ)—f(?()—AﬁH
D: h =6U, lim - =
= h

H f(X +60)— F(X) —5AUH

= lim =0= f,(X)-AU=0
60 o Pochodna kierunkowa
of .. . o jest najwieksza w

Tw. Dla k =1 mamy a—ﬁ(x) =U- Vi T ierunku gradientu!
1
u

D: 5_]:(?()= Al = 9 : il gl ’ =ﬂul+ﬂu2+ .+—Uu =U-Vf
ou X, OX,  OX, )| : OX, OX, X,




Interpretacja geometryczna gradientu




Pochodna funkcji ztozonej

f:R*>R", §:R" >R", posiadajace pochodne Frécheta w punkcie X 1y = G(X).

Tw. Pochodna Frecheta funkcji f o g wynosi ( fo g )'()"(') = 1?'( ¥)G'(X)

M gwy - Mgepll By . Bz
oy GOV ZEER) | T 2

oy GOV @) | ZEE) e )

o(fog) (X g(X
(F=8),. 0 _an@xn _ ot &, (%)

notacja tensorowa:

OX, OX, oy O
2X

_ I oY) o 2 _, X
m_la k_n_39 f(y)__+y39 g(X)— X ’ f(g(X))—E—FSlnX

: sin X

| ’ 1 1 ’ |

(Vo vi y2 p~dl ~ \!
f =|-—=,—,1{, g'(X)=| 2x |, (f X)=| ——,—,1 2X |=—+cosX
(y)[fljgu (og)(>(4zxj ! cos

COS X CcOs X 15




oh(a(s,t), A(s,0).,7(s,1)) _ oh da_ oh 3f _oh oy

05 - da 05 OB &5 Oy 05
oh(a(s,t), A(s.t).7(s.1) _oh da oh 3f  oh dy
ot da &t OB ot Oy ot

ox(f(x,y),y) o« of
OX of oOx
ox(f(X,y),y) Ok of . oK

oy of oy oy




Pochodne czastkowe wyzszych rzedow

UcR", f:U—>R, é?—f()_(') roézniczkowalna
X.

Pochodna czastkowa drugiego rzedu: iﬂ()_(’) =t = T;

| OX, j d
o> f i o f

OX.0X; OX;0X;
D: ®d(x,y)=f(x+h,y+k)- f(x,y+k)- f(x+h)+ f(x,y)
p(x,y)=T(x+h,y) - 1(Xy), w(xy)=T(Xy+k) - T(X,y)
Z Tw. Lagrange'a o wartosci sredniej 36,,0,,1,,1m, € (0,1):
D(x,y) = o(X, y +K) = (X, y) = ko, (X, y + 6k)
@, (X, y+6k)=f(x+h,y+6k)— f(x,y+6k)=hf_ (x+6,h,y+06k)
D(X,y) = hkf, (X +6,h,y + k)
Podobnie ®(X,y)=w(X+h,y)—w(X,Y) ...
O(X, y) = hkf, (x+m,h,y+nk)

Tw. W U istnieja pochodne , ciagle w X. Wtedy

= f,(X+6,h,y+0k)= 1 (x+nh,y+nk). Z ciaglosci fX“(x, y)y="~f (x,y) O 17




. o o°f o’ f
Pochodna czastkowa rzedu trzeciego: e = fy;
OX,. OX;0X; OX, OX ;OX;

f:R°—> R, f(X,Vy,2)=Xx" +yX
fo=2x+y,f,=x1,=2,1,=1f,=Lf, =0

> XX > Ixy T > Ty

ab

L (2a) . (-2b) . (2} . (0} . (=2
ga b gb a ﬂgaa_ 0 Dgab_ 1 9gbb_ 0

.
§:R’> - R’ ﬁ(a,b)z[a b]




Operator Laplace’a i dywergencja (fiz.)

Operator to funkcja, ktora funkcji przyporzadkowuje funkcje.
Operator Laplace'a (laplasjan)

A=0,0,=0,0,=0, +0;+..+3.=V-V
i=1
o f 0 f

+ot
OX,” OX.

n

Af (X,..0s X)) =

f(X,y)=Xx"+y +Xx°, Af =4+ 6X
Dywergencja: g:U < R" — R" (pole wektorowe)

§x,y,2)=| 22y |,V -G =1+2>+xy

Xyz




Elementy rachunku tensorowego (fiz.)

1 dlai= |
0 dlai= |
tensor symetryczny : &; =0;, O; =

ji? ii

Delta Kroneckera: §ij = {

=N (wymiar przestrzeni)

Pseudotensor Levi-Civity (w 3 wymiarach): &,
Eipy = Ex31 = &3 = L, &3 = &3 = 13, = —1, pozostale =0
tensor calkowicie (we wszystkich wskaznikach) antysymetryczny

=01%m —Oim%> EikEim = 2%m> EixEix =0

Ijkg ijm

ilm

Iloczyn wektorowy (a x b) = &;a,0,

rownowazny zapis: axb =|a, a, a,




€@ €unD Cr = Eiij€um@BICH = (80}, — Oind ;) bC,,
= 0,0,,a;0bC, —6,0,a,bCc, =a,c;b —ab,c

im~ jl

ax(b xc):(a-c)b—(a-b)c

&b &ncd, =090, —0nd4)abcd, =a,cbd, —b,c,ad,

ilm

) () (a0 (5-9)-(5-9)5 -




Rotacja (fiz.)
f:UcR >R’
f=Vxf, (rot F) =&, 0, f,
0i&ii0; I, = £10i0 lir, = —£30,0, f=>0c])= —& 0,0, = —£0,0 f
0;€i 0 f,=0
div (rot f) =0

rot gradf =0

0, (u(xX) f;(X)) = fio,u +uo; f,
div(uf)=f-Vu+uV-f="f -gradu+udivf




Wzor Taylora dla wielu zmiennych (fiz.)
f:UcR*>R, P=(x,Y,), P(x+h,y,+k), PPcU

| j
d'f(x,y)= Z(Ij% t(lxa;/)h‘ 'k’ — dwa wymiary, n czlonow

Tw. f ma ciagle pochodne czastkowe rzedun wU = 368 (0,1):

d'f(P) N d*f(P) . d""'f(P) N d"f(x,+ha,y, + ko))
1! 2! (n—1)! n!

Dla d wymiaréw i n =2 czlonow, f : R™ — R, mamy

af(x) o> f (X +6h)
h + hih;
Z‘JZ‘ OX;0X;

F(P)=1(R)+

f(x+h)_f(x)+z

f:UcRY—>R— d-wymiarow = f(X)+8,f(h +%8i8jf()?+6?ﬁ)hihj

- = @i' 8id fa,...,a i i
f(Xppern Xg) = D Y i (_1 : d)(xl—al)l...(xd—ad)d—(szereg)

i |
i o OX'ox Illy! s




Przyklad:

doktadna przyblizona wielomianem




Ekstrema funkcji wielu zmiennych |

Tw. (warunek konieczny ekstremum lokalnego)

Jezeli funkcja ma ekstremum lokalne w punkcie X, i ma w tym

pochodne czastkowe, to afa(x)TO) =0.

Dowod: Ustalmy 1, nastgpnie rozwazmy g(X) = f (..., X, X, X, ,;5-..).
Funkcja g(X) ma ekstremum dla X = X,;, a zatem z tw. o warunku
koniecznym ekstremum dla funkcji jednej zmiennej mamy dgd(XX) =0,
CO 0znacza O Xi‘lg’xx’ Xrto) _ 0.

f(x,y)=x"+y’
X, =0,Y,=0

of (X ¥o) _ f (%> ¥o) _

OX oy




Forma kwadratowa to wyrazenie postaci (konwencja Einsteina o sumowaniu!)

g(h)=ha h. (np. X° +y* — 2> —102X + 2Xy)

i
Forma kwadratowa jest dodatnio okreslona, jezeli

Vh #0: g(ﬁ) >0

a ujemnie okreslona, jezeli

vh #0:g(h)<0.

Jezeli nie zachodzi zaden z tych przypadkow, to forma jest nieokreslona.

0* f(X)

OX;0X
of (%)

OX.

Tw. Rozwazmy forme d* f (X)(h) =

hih; iniech f (x) ma ciagle pierwsze

1 drugie pochodne w okolicy X,, oraz = 0. Wtedy jezeli

a) d’f (X, )(ﬁ) jest dodatnio okreslona to f ma w X, minimum lokalne
b) d* f (X, )(ﬁ) jest ujemnie okreslona to f ma w X, maksimum lokalne

) d*f (X, )(H) jest nieokreslona to f nie ma w X, ekstremum lokalnego

26
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Minorem rzedu K macierzy a rzedu m nazywamy wyznacznik utworzony
z pierwszych K rzedow i pierwszych k kolumn tej macierzy:
a, ... a,

A(:

a, ... a,
Tw. Forma g(h) = h;a;h; jest dodatnio okreslona, jezeli wszystkie jej minory sa
dodatnie, A, >0, k =1,2,..,m, a ujemnie okreslona, jezeli (-l)kA< >0, k=12,..,m.

Jezeli nie zachodzi zadna z tych dwoch sytuacji, to forma jest nieokreslona.

0°f (%, ¥0) 0" F (%, ¥o)
2
Przypadek m = 2: W= ) aX ) ang , af (X09 yO) — 61: (XOa yo) — O
O F (X, ¥o) 0" F (X Yo) OX oy
OXoy oy’

2
DW >0, 2 f(xg’yo)
OX

>0 - minimum

2
NW >0, f(xg’ Yo)

<0 - maksimum

OX
3) W <0 - punkt siodlowy
4) W = 0 - brak rozstrzygnigcia 27




minimum

=
=
£
2
©
=




Siodto: f(x)=2x2-y2+xy




Poszukiwanie ekstremow globalnych na obszarze domknig¢tym:

1) znalezienie ekstremow lokalnych we wngtrzu

2) inspekcja brzegu 1 "rogow"




Funkcje uwiktane (fiz.)

F(X,y) -ciagla, F(X,y)=0 — Yy = y(X) - funkcja uwiklana

Tw: F(X,,Yy) =0, F, F, -ciagle w otoczeniu (X, Y,), F, (X, Y,) #0 =

X2y
) Ve>036>0Vxe(X,—0,%X,+0) 3 ye(y,—&Y,+t€):F(X,y)=0
F (X, Y(X))
2)y'(x) =~
F, (X, y(X))

FOX,Y)=x"+y =1, x,=Y, = % - rownanie okregu i punkt don nalezacy

: x 1 , .
F,=2x, F, =2y =y (X):_y, y'(—=) =—1 - mamy "bez wysilku

V2

F(X,y)=2"x-x’y*+(1-x*)siny, x, =Yy, =0 -
F,(0,0)=10

2Y —2xy? —2Xsin
y y yV(O):_l

y'(x) = -

2YxIn2-2xy +(1—x*)cosy 31
.
.




Wyprowadzenie 2): F (X, y(X)) =0,

d
d—)( F(X, y(X)) = FX(X, y) +Y '(X)Fy(X, y) =0
Ponadto F,, +2Y'(X)F,, + Y"(X)F, + (y'(X))? F, =

2
F F
Fo—2="F, +Y'(X)F +£—XJ F.=0
XX Xy y vy
F |:y

y

F.F>-2F FF +F F

Xy ' x'y

3
Fy

= y"(X) = -

Ekstremum y(X) : y'(X) =0 FX 0= y"(x) — |:xx

F

y




Przyklad krzywej trzeciego stopnia: Lis¢ Kartezjusza

2 6 3 3 3
F,=3y" -3x#0=y +y -3y ¢O:>y¢i/§

(%, y) % (0,0) A(X, y) = (Y4,32)

y'——FX ~ 3x* -3y
F 3y>-3x

y
:>X0:i/§, yozi/za

2 2
y”:_FXXFy -2F FF, +F F _
Fy3

_ 6X(3Y’ —3%) +6(3X* —3y)(3y” - 3%) + 6y(3x* — 3y)’
(3y* —3x)’

= (po wstawieniu) Yy"(X,,Y,) <0 -maksimum

=y'=0dlay=x"=>x+x"-3x"=0




Ekstrema warunkowe (fiz.)

f,g:R* >R
Funkcja f ma w punkcie (X,, Y,) maksimum warunkowe, jezeli
36>0% Y [(X=%) +(Y-¥,) KSAQXY)=0= T(X,,¥,) = F(X, )

analogicznie: minimum ... f(X,,Y,) < f(X,y)

9(X,y)=0=> y = y(X),y' = -
g,
f — f
Rozwazmy F(X) = f (X, y(x)) = F'() =, + f,y'=f, - f, 3 = E 5
y y

— funkcja moze mie¢ ekstremum gdy f,g, = f g,

Przyklad: f (X,y)=X+VY, g(X,y)=x"+Yy° -1

warunek: 2y =2X, = X, =Y, ==

L
2




Metoda mnoznikow Lagrange’a (fiz.)

Tworzymy pomocnicza funkcje (X, y) = f(X,y)—Ag(X, Yy), gdzie A nazywa si¢
mnoznikiem Lagrange'a lub czynnikiem niecoznaczonym Lagrange'a. Nast¢pnie
znajdujemy ekstrema funkcji @ tak, jakby zmienne X 1Y byly niezalezne.

Rozwigzujemy uklad rownan @ =0, ® =0, g(x,y) =0.
Dowod: @, = f, + 49, =0, ® = f + 19, =0. Eliminujac 4 dostajemy f,g, = f g,.

Dla n zmiennych i kK warunkow mamy nast¢pujace uogodlnienie:

D(X, Xy ooy X)) = F (X Xy 5o, X))+ 4,0, (X, Xy ooy X )+ oo+ 4,9 (X5 Xy ey X))
Szukamy ekstremum
O, DX, Xy s X)) =0 F (X, %500, X))+ 40,0, (X5 Xy, X)) oo + 40,0, (X, X500, X, ) = 0

Ponadto g, (X, X,,....,X,) =0, r =1,...,k, co lacznie daje n + k rownan na n + k niewiadomych

(n zmiennych X i k czynnikow A).




Przyklad: znajdz najwigksza 1 naymniejsza wartos¢ formy kwadratowe;j
w trzech wymiarach, f = x; a;X;, a; =—a;, przy warunku

2 2 2
(X, X, X)) =X+ X, + X~ —1=0.

d /2=(a,—A)X +a,X, +a;5% =0
CDy [2=a,X +(@, —A)X, +a,%X; =0 @)
O /2=a,X +a,X; +(@,;, —A)X; =0

a A a, a;
a,, a,, A 23 | T 0
as, as, A,; A

co daje 3 pierwiastki 4, 4,, 4,. Ponadto, mnozac (*) przez X, 1 dodajac stronami

dostajemy f (X, X,, X;) = A(X,” + X, + X,”). Wniosek: maksimum i minimum warunkowe

funkcji f pokrywa si¢ z maksymalna i minimalng wartoscia /..




Krzywe i rozciggtosci wielowymiarowe

®:VcR*>5UcCR" k<n - homeomorfizm (1-1, ® i®™' ciagle),
U, V —otwarte. Wtedy U nazywamy

(hiperpowierzchnia, rozciagloscia, rozmaitoscia)

Jezeli @ jest homeomorfizmem regularnym (Vx € V rzad @ '(X) = k) to U
nazywamy k-wymiarowa powierzchnia gladka

k=0 - zerowymiarowa powierzchnia (punkty izolowane)
k=1 - krzywa, linia

k=2 - powierzchnia

k>2 - hiperpowierznia




Przyklad:

T T cost —sint _
k=Ln=2, U=(-—,—), d=| . |, O'= NVteU :Ad'Arzd'=1 — luk gladki
2 2 sint cost

|
t
k=1n=2, U(l,l),(l)[\/?},VtiO:CD' sgn(t) | — wt=0 szpic

2,




Krzywa domknieta:

® :[a,b] > R"

d(a) — poczatek, ®(b) — koniec

d(a) # ®(b) — homeomorficzna z przedzialem

®(a) = d(b) — homeomorficzna z okregiem

RYS., str. 221




Krzywe stopnia drugiego (stozowe)

Powstajq z przeciecia stozka ptaszczyzna:
Okrag, elipsa, parabola, hiperbola

ax” +2bxy +cy’ +dx+ fy+g=0

a b d hyperbola
a b
A=b ¢ f|,J=
b c
d f ¢
a d| |c f
| =a+c, K= +
. : krzywa A J A/l K
elipsa 0 >0 <0
parabola 0 O
hiperbola 0 <0
okrag=elipsa, a =C linie przecinajace si¢ 0 0 <0

linie przekrywajace si¢




Redukcja do prostszej postaci:

Przez obrot mozemy sig pozby¢ czlonu mieszanego
X'=Xcos¢@+ ysing
y'=—-Xsing+ ycosg

Czlon mieszany wynosi wtedy 2X 'Yy '[(a — C) cos @sin ¢ + b(cos” ¢ — sin” @)]

1 znika dla tg(2¢) = 2 dla ¢ # a oraz ¢=% dla ¢ = a. Po takim obrocie

mamy AX ">+ Cy "+ 2Dx'+ 2Fy '+ G = 0.

Czlonow lintowych pozbywamy si¢ przez transformacje¢

X"=x+D/A
y"=y'+F/C X—j+y—22:1,a>b,C: az—bz,ezg— mimosrod
Wiedy A +Cy"+G =0, & P ?

a=b=r, X"+Yy =r"— okrag

y =ax’, Xx=ay’ — parabola

X

2 y2
— — =5 =1, Xy = Cc— hiperbola

a

41




D X

| XF, |+ | XF, |=2a = const.

F1, F» - ogniska
a - potos wielka
b - potos mata










Catki eliptyczne (fiz.) 06 i cipsy
X=asing, y=D0bcos¢

J(dx)? + (dy)? :\/G)’;j (j;j dg = +Ja? cos’ g+ b’ sin’ pd ¢ =

Ja*cos® g+ (a> — %) sin® gdg = \Ja* — ¢ sin’ gd ¢ = ay/1 — e’ sin’ gd ¢
L(D) = aj\/l e”sin’ ¢d ¢

d
J 2¢ =F(k,¥), k<L, F(k)=F(k, —) Catka eliptyczna: I rodzaju
\/1 k®sin® ¢

jd¢\/1 K2sin>¢ = E(k, W), k <1, E(k)=E(K, —) II rodzaju

= K(h,k,¥) ITI rodzaju

—\ c

» (1+ hsin® ¢)\/1 k*sin® ¢

W — wielomian stopnia 3 lub 4 45




Hiperbola | PF, |- | PF, | =2a = const.

N ,f'
b Vs :
2 2 f‘f
=y
— 7 =1
a- b
c’=a’+b’
C
e:_>1 !’t !1
a ‘ |

-q»«—< L —p

/ " asymptoty /\




Parabola

X = 4ay’
e =

4 T
Fi
F 4
;"’.
Fa

/" directrix

vertex (0. 0)
focus (a.0







Vvertex

(a.0)

A

directrix
X =—a

focus (a, 0)

A

directrix

r=a3lc

directrix
"y
x=a-/lc

Stosunek dtugosci czerwonych
odcinkow ukosnych do
poziomych wynosi e

directrix = kierownica




R Krzywizna krzywej ptaskiej (fiz.)

rownanie stycznej w (X, Y,): Y=Y, = Y'(X)(X=X,)
|
y'(%)

)

rownanie normalnej w (X,, Y,) (prostopadla do stycznej): y—-Yy, =— (X=X,)

(jest tak dlatego, bo y'(x) = tga, wicc tg(a + z) =—Clga = ——
2 y'(X%)
Rozwazmy 2 punkty na krzywej, (X,, Y,) 1 (X, Y,), oraz normalne w tych punktach:

| |
Y=Yy =—— (X=X%p), Y=Y, =————(X=X). Ich punkt wspolny to
Ty Coyx)
1+(y1_y0)yv(xl) l_l_(yl_yo)yv(xl)
o x X, — X, S o = X, — X,
Y (x) = Y'(%) o R ACOERACY
X, — X, X, — X,

1+(>:'(X0)) yv(XO), y* — yo + 1+(¥'(X0)) .
y"(%) y"(X,)
(1+Y'0,)")"

W granicy X, — X, dostajemy X = X, —

, a krzywizna to z def. L

Odleglos¢ tego punktu od (X,, Y,) to p =

‘ y”(xo) ‘ P 50




Dla krzywej parametrycznej (X(t), y(t)) mamy

d odx’ X, (x)
r.stycznej — Y, (X—X(1)) = x (y—y(t)) =0
r. normalne; — X, (X = X(t)) + y,(y = y(t)) =0
2 2 2 2
wsp. srodka krzywizny — X = x(t) — sl Y, ¥y = y(t)+ all: X,
Xt ytt _ yt Xtt Xt ytt i yt Xtt

krzywizna . 1 _ | XY — yt)it/t2|
f Po(x+y)

Krzywizna nie zalezy od ukladu wspolrz¢dnych (translacje, obroty).




Parametryzacja kanoniczna krzywej (fiz.)
(X(), y (D). 2(1))

t
S(t) = J dt '\/ X’ +Y., +z,° — dlugos¢ krzywej mierzona od s,

S, = \/xtz +y. +2° >0=3t(s)
(X[t(s)], Y[t(s), z[t(s)]) — krzywa sparametryzowana kanonicznie
dx X X, dy  dz

E = s \/th N ytz N th PR E =...
2 2 2
- (& (3 (2 -
ds ds ds

Dlad =2y = f(x)

do
ds

da dx
dx ds

L I U

_1+fx2 1+fx2 _;

Interpretacja: krzywizna jest pochodng tangensa nachylenia krzywej po parametrze

kat stycznej do Ox: a =arctg f ' =

kanonicznym 52




Powierzchnie kawatkami gtadkie |

Sfera Alexandra

Butelka Kleina






Catki wielowymiarowe

Uogolnienie calki Riemanna:
P=[a,b]x[a,,b]x..x[a,b. ]

IP=( -a)-...-(b,—a,)

5= \/(bl -a,) +...+(b —a )’

Dokonujemy podzialu prostokata

m. =inf{f(X): xe P}, M. =sup{f(X): xeP}
s=m |P|+.+m | P |, S=M,|P |+.+M, |P |

Rozwazamy normalny (0, — 0) ciag podzialow

s" =lims_ — calka dolna, S" =limS_ — calka gérna funkcji f na prostokacie P

N—o0 nN—o0

Jezelis' =S to wielkosé te nazywamy wielokrotna calka Riemanna

Notacja: H dxdy f(x,y), j_” dxdydz g(x,y,2)
P P




Catka iterowana

P= [a13b1]x[a29b2]

b, by by b,
jdy(_‘. dx f (X, y)J, Idx{j dy f (X, y)] — calki iterowane

) a a a

Tw. Fubiniego: Jezeli f : P — R jest ciagla, to obie calki iterowane sa rowne

calce Riemanna ” dxdy f(x,y).
P

(analogicznie dla wickszej liczby wymiarow)

Przyklad: P =[0,1] %[0, 2]

[ dxdy (x*y +2) =jd><ﬁdy (x2y+2))=j jdx(zx +4)__

0

='(|)'dy('(|;dx (xzy+2)]:'(|;dy(%+2x)XO '([dx(—+2)_%




Catki po dowolnym obszarze

AcR"

f(x)dlaxe A
S
Odla xeP\A
o,y :[a,b] >R
A={(x,y):a<x<bh, o(X)<y<w(X)}— zbidr normalny wzgledem Ox
Tw. Jezelif : A— R jest ciagla, to jest calkowalna, oraz

b w(X)

”dxdy f(X,y) :fdx _[ dy f(x,y)

A a  ¢(x)
Przyklad:
A={(X,y):0<x<1, 0y <1-x}— trojkat

I 1ex 1
dedy xy=fdx£ dy xy :_([dxé(l—x)zx :21_4

A 0




/Zastosowania catek wielokrotnych

V = _Uj dxdydz

A={(X,Y¥,2): X, Y, x>0, X+y+z<1}
X,y —ustalone >z<1-Xx-Yy
X — ustalone, szukamy najwigkszego mozliwegoy: y <1—-Xx -2,

poniewaz najmniejsze Z =0 = y<1-X
1 1-X 1-x-y 1 1-X 1

\Y; :jdxj dy j dz:jdxj dy(l—x—y):jdx{(l—x)z—
0 0 0 0 0

0

1-x)"| 1
2 | 6

Jest to tzw. objetos¢ sympleksu. W n wymiarach V = .
n!




Srodek ciezko4ci |

1 (¢ 1
X=—-/1/||xdxdy y=—1| y dxdy — figura 2-wym.
| AL IAIIAI
e |
X =— ||| x dxdydz, z=—1]|| z dxdydz — bryla
villl villl

ObjetosC bryly obrotowej powstale; w wyniku obrotu
regularnego zbioru A wokol Ox: |V |= 27 j I y dxdy
A

Reguly Guldina: |V |= 2777 | Al, 1= ﬁ [['y dxdy,
A

Dla torusa |V |= 27a zr’
Podobnie dla powierzchni powstale; w wyniku obrotu luku mamy

B
IS|=2x&|L|, &= ﬁ‘[ ydt - odleglosc srodka ci¢zkoci luku od osi obrotu

Dla torusa |S |=27za 2xr 59




Pole powierzchni

z=T1(xy), (X,y)eA

S |= jAj dxdy\/l + (Z—LT + (%jz

Wzo6r wynika z konstrukcji przyblizajacej powierzchni¢ rownoleglobokami

Przyklad:

f(x,y)=1-x-y
A={(XY):Xy20,x+y<1}

|S|=j;dxdyﬁ=§




Zamiana zmiennych - dyfeomorfizm

feC':R">U >V c R", homeomorfizm rzedu n

(bijekcja, pochodna Frecheta odwracalna, f if ™ ciagle)

o(b)
Pamictamy, ze dla jednej zmienne; j dy f(y)= j dx f[p(X)]p'(X), Y =@(X)

p(a)
Tw. ¢: X cR" =Y cR" klasy C'
OX, OX,
J(x)=| : .. : | #0 — jakobian przeksztalcenia ¢
L —l
OX, OX,
[ ] Fndydy, =] [ FToOOT1 I [dX. 0K, ¥s = 9(X,sensX,) 61




Podstawowe uktady wspotrzednych

Wspotrzedne biegunowe (osiowe)

®:R?* > R?

(D) ([ X(r,9)
CD(r’@_[CDzj_[y(r,qﬁ)j’

D(X,y) = (r(x, ) , r=yxi+y’, ¢=arctg%

P(X,Y)
OX OX
(1. d) = or o¢ :£00s¢ —rsing/ﬁ)
’ oy oy sing rcos¢
o og

cos¢y —rsing

sing rcos¢

_ jdxdy f(X,Y) =j rdrdé f (X(X, d), Y(T, #))

Homeomorfizm regularny dla r # 0,rzad ®'=2. Dlar =0 jest osobliwos¢, bo w tym

punkcie nie mozna okresli¢ kata




Przyklady:

j dxdy _ | rdrd¢:j0rdrjoz”d¢:R27z
2ry?<

R? 4/ x>+ y2 EMTO |

X

R _R2
=mw — 7€
r=0

R
e XY dxdy = _[ e " rdrd¢ = 27zj rdre™” =—ze ™"
r’<r? 0

o0 00 e} 2 00
| = jdx e‘xzjdy eV :[_[dx exz] = [dxe* =z




Wspotrzedne eliptyczne

X =arcos ¢
y = brsin ¢

2 2

X
XY .

a> b’

Wspotrzedne walcowe (cylindryczne)

X =Trcos¢@
Yy =rsin¢
=17
J =

Liniowa zmiana skali

X =ax'
y = by
Z==C2z'

J =abc ”




Wspotrzedna sferyczne (kuliste)

®:R’ >R’

X =rsinéfcos @
Yy = rsin@sin ¢
Z="rcosf

0 €[0,7] - kat osiowy(szerokos¢ geogr.),

¢ €[0,27) - kat biegunowy (azymutalny, dlugos¢ geogr.)
simdcos¢ rcosfcosg —rsindsing
®'=| sinfsing rcosfsing rsinécosg
cosd —rsiné 0

r=0=rz®'=1- w srodku kuli nie mozna okresli¢ katow

0=0vO=rmr—=r1rz®'=2- nabiegunach nie mozna okreli¢ kata ¢




Objetosc kuli

.m dXdydz_IderQquﬁl’ sin @ = _[drjdcosﬁjdgbr _—2 2;;‘%7ZR3

x+y +722<R?

(d cos @ = —sin 8d )

Srodek ciezkosci polkuli:

jj Z dxdydz
x2+y2.+82<R2 1 R /2 27
> = dr | d@| dgr’siné rcosd =
7 dxdydz 2 ps 'O[ '([ '([ ¢
3

[ 4
x2+y?+722<R?
>0



Ptaszczyzna styczna

Pfaszczyzna styczna do powierzchni gtadkiej o rownaniu f(x,y,z)=0
dana jest rownaniem

af (X09 y09ZO) af (X09 y09ZO) af (X09 y07ZO)
X—X,)+ —Y,) + 2—-2,)=0
&~ X7%) oy (Y =Yo) pe (2-12,)
Wektor (af (X()éyo: ZO) : af (XOé;/()ﬂ ZO) : 81: (XOéy09 ZO)) jeSt prostopadly dO
X Z

powierzchni w punkcie (X,, Y,, Z,). Prosta prostopadla do powierzchni w tym

punkcie ma wigc rOwnanie parametryczne

[af(xo,yo,z@t+ Of (%, Y0, 20) af(xo,yo,z())mj
0

X 9 9
OX ’ oy Yo 0z

Dla sfery f = x> + y* + z* — R*, wiec prosta prostopadla ma rownanie

(2%t + Xy, 2Y,t+ Yo, 225t +2;) o




Plaszczyzna styczna do powierzchni w punkcie X jest przestrzenia liniowa.
Niech®:V < R* - R", g,,e,,....e, tworza baze w R*, oraz y = ®(X).
Wtedy U, = @ '(x)e, tworza bazg w przestrzeni stycznej.

Przyklad:

1 0
Dla powierzchni danej jako @ (X, y) = (X, Yy, f(X,y)) mamy ®'=| 0 1 |,




Orientacja

Rozwazmy bazy w przestrzeni R*: (v,,...,V,) oraz (W,,...,W, ). Bazy te powiazane sa
n
przeksztalceniem lintowym w, = Zaijv ;» przy czym musi zachodzi¢ warunek \a\ # (0 aby
=1
zachowac liniowa niezaleznosc¢. Jezeli ‘a‘ > (, to moOwimy, ze bazy sa zgodnie zorintowane,

a gdy ‘a‘ <0, to méwimy, ze sa zorientowane przeciwnie.

Dla k =1 mamy jedna bazg jednoelementowa v, =1 i druga w, = —1.

1 0 0 —1
Dla k =2 przykladowe bazy v, = (0)”’2 = [lj 1bazaw, = (J,Wz :[ 0 j sa

0

1
powiazane przeksztaceniem o macierzy a = ( Oj , Zatem ‘a‘ =1>01bazy sa

0 1 0 1
zorientowane zgodnie, natomiast dla bazy u, = (J, u, = [Oj’ a= (1 Oj’ a‘ =-1<0,

wigc ta baza jest zorientowana przeciwnie do poprzednich. Orientacje bazy kanonicznej

nazywamy prawoskretng (zorientowana dodatnio).




Wektor normalny

Niech M bedzie powierzchnia dwuwymiarowa w R, T plaszczyzna styczna do M

w punkcie X, a wektory (U, V) baza na plaszczyznie stycznej. Wektor normalny definiujemy

— —

uUxv
‘U’x\7‘°

jako N = Wektor ten wskazuje zewnetrzna (wewnetrzna) strong powierzchni

orientowalnej jesli baza jest prawoskre¢tna (lewoskretna).

c. d. przykladu:

1 0 u,v, —u,Vv, — —f




Powierzchnie orientowalne (majq strone wewnetrzng i zewnetrzng)

*ia, i {‘
L fA
o, £
i, E
vy W

WSstega Mobiusa Butelka Kleina .




ey
y A K*E‘@ e
e Wiy i A

ST e

(M.C Escher)
t t. . .t
X:(R+Scos5)cost, y:(R+Scosa)smt, Z:Ssma

te[0,27), Se[-W,W]
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Catka krzywoliniowa zorientowana

F=(F.F,...F), C-krzywa gladka
= j Fdx, + F,dx, +...+ F.dx, =_[ =
C C

|c1+c2 - Ic, + |c3, | ¢ =

lc

Tw. Calka | nie zalezy od parametryzacji krzywe;

D:§(t) = %(q)(t)):»jIf(V)W:jlf(V(t))-d—ydt -

~ [FR(p(1)- dx(qj”) 2 g - J F(X(p))- dx(g)dw JFe0-a

a

(w konkretnej parametryzacji staje si¢ zwykla calka Rlemanna)
Przyklad: C: X(¢) =cos@, Yy(@¢) =sing, ¢ €[0, 7] (polokrag o promieniu jednostkowym)

Ixzdx+(x y)dy = I cos” ¢ d(cos @) +cos” ¢ d¢—sin ¢ d(sin @)] =

$=0
cos’ | __sin2¢”___+£
3 |, 2 3| 3 2 74




Catka krzywoliniowa niezorientowana

to dx, ’ dx, ’
J. _if ds_£ f(x(t))\/(dtj +'“+(Ej dt
J.=J_,

Tw. Zwiazek z calka zorientowana:

IIE X = j Fds, F = \/Fl2 +...+ F’ cosa, a — kat miedzy dx i F
C C

Zastosowanie (fizyka): praca W = j F.ds = I Fdx + F dy + F,dz
C ©

C:x=acosg,y=Dbsing, ¢<][O0, %] — ¢wiartka elipsy

—kx
F = [ , j — sprezyna zamocowana w srodku

dx =asingdg, dy =-bcosgdg, F dx+ F dy = —k(a®> —b*)sin ¢cos gd ¢

/2

W = —k(a* —b*) J- cos ¢d (cos ¢) :g(a2 -b?)

75




Tw. Greena

Krzywg zamknigtq nazywamy konturem. Nich kontur C bedzie brzegiem
zbioru D. Kontur jest zorientowany dodatnio jesli okala zbior D w taki
sposob, ze D znajduje sie ,,po lewej stronie”.

Zbior normalny D wzgledem osi OX to zbior dajacy si¢ zapisac jako
D={(x,y): f(x)<y<f(x),xela,b]}, f,f,:[a,b]>R

Zbior normalny D wzgledem osi Oy to zbior dajacy si¢ zapisac jako
D={(x,¥):0,(y)<x<9,(y), xe[c,d]}, g,,0,:[c,d] >R

Tw. Greena

D - zbiér normalny ze wzgledu na Ox 1 Oy, C = 0D — jego brzeg zorientowany dodatnio

Wtedy <I> Pdx + Qdy = _[ I (a—x — %j dxdy.

b fz(x)

D: ”—dxd _jdx j —dy jdx[P(x f,(x)) = P(x, f,(x))] = dex dex_

a fl(x) C, G

:—dex dex— <_[>de

_CZ 1
d %)

[ 22 axay= [y | S2ax- JdtQ(gz(Y) =08 1] oy~ | oy =f oy

c gy K, 76




Pole potencjalne (fiz.)

V (X, y)— potencjal
oV oV oV oV oF  OF,

FX:_—’F = — R = — =
ox '’ oy axéy oyox oy  ox

<j>Fdx+de _U( jdxdy 0:>_[Fdx+de _[Fdx+de (rys.)

(Praca w polu potencjalnym nie zalezy od drogl - mozna Wprowadzw energie
potencjalng. W poprzednim przykladzie z praca na ¢wiartce elipsy wynik jest

wtedy natychmiastowy: W =V, -V,)

(W powyzszym wzorze zauwazamy rot grad V = 0)




Catka powierzchniowa niezorientowana
(wspolrzedne kartezjanskie)
Plat regularny S = {(X,y,2):z2= f(X,¥),(X,y) € D}

Element powierzchni : dS = \/ 1+ f2 + fy2 dxdy

Pole powierzchni plata regularnego: |S |= J-J. \/1 + £/ + . dxdy
D

Calka powierzchniowa niezorientowana:

_Ug(x, y,2)dS :”g(x, y, f(X, y)\/l + f7 + fdxdy
S D

(wspolrzedne krzywoliniowe)
X =X(Uu,v),y=yuv),z=1z(uv), (uv)e D

” g(x, y,z)dS :”g(x(u,v), Y(U,V), 2(U,V))y/ 32 + 2 + I 2 dudv

_|awy.2)

0(X,2)
ERER) I

a(X, Y)
2 8(u, V)

" a(u,v)

78




Przyklad (wspolrzedne kuliste)

X=rsinfcosg,y=rsin@sing,Z=rcosl

rcos@sing rsinécosg@

1

—rsiné
j - I cos 6 cos ¢
> | —rsind
J - I cos @ cos ¢
b I cos @sin ¢

0
—I' sin @'sin ¢
0
—rsin @sin ¢

I sin 6 cos ¢

:>\/\]12+J§+\]32 =r’siné

2

=1’ sin” @ cos ¢

= —I’ sin” @sin ¢

—r’sin@cosd



Catka powierzchniowa zorientowana

F:S > R’ - pole wektorowe
S — plat regularny

n — zewngtrzny wektor normalny
Calka powierzchniowa zorientowana pola F lub strumien pola F:

| = H F(X,Y,2)-n(X,Y,z)dS — strumien
N
Niech F = (F,,F,, F,). Wtedy oznaczamy | = [[ F,dydz + F,dxdz + F,dxdy
S

1
\/1+ fo+f)

Jezeli S dana jest rownaniem z = f (X, Y), ton = (—f,—f,,D

—Ff -Ff +F

ds =[[ (-F f, - F, f, + F,)dxdy
D

| :Lj \/1+ i, 4 1,




Tw. Gaussa (Ostrogradskiego-Gaussa)

Slownie: calka po obj¢tosci V z dywergencji z pola F rowna si¢ strumieniowi

Wyplywaj gcemu przez powierzchnie S ograniczajaca V

m.( 5 = ]dxdydz = j j F.dydz + F,dxdz + F,dxdy

D: Niech V deZle obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny OXy, ograniczonym
funkcjami g(x, y) i d(Xx,y). Wtedy

I —_m—dxdyd —”{ 3dz]dxdy ” F (X, ¥,9(X, Y)) — F(X, y,d (X, y)))dxdy

any) U
Oznaczmy S =S, +S,, gdzie S, dana jest przez z=g(X,Yy) a$S, przez z=d(X,Y).
= || Fdxdy = [[ Fdxdy + [[ Fidxdy = [[ F(x,y, 9(x, y))dxdy - [[ Fy(x, v, d(x, y))dxdy
S S, S, D D

Znak wynika z przeciwnej orientacji S,. Zatem |, = |, '. Podobnie pokazujemy, ze |, = |,

oraz |, = 1,". Jezeli V nie jest normalny, to dzielimy go na podzbiory normalne.




Tw. Stokesa

Tw. Niech K bedzie regularnym konturem bedacym brzegiem plata regularnego S.
Orientacje K 1S sa zgodne. Niech F maja ciagle pochodne. Wtedy

Cyrkulacja pola F po krzywej zamknigtej] K jest rowna calce zorientowane;]

z rotacji pola F po placie S.

Inna notacja:

gg Fdx + F,dy + F,dz :”(GF-" ok jdydz - (GFI _ 9K, jdxdz - (65 _oh, ]dxdy
K S

0z OX

oy oz ox oy




Formy rozniczkowe (fiz.)

Rozniczka zewngetrzna stopnia p :

a(X;,.., %) dX AdX ALoAdX , 1< p<n, wszystkie | r6zne

dx; Adx; =—dx; Adx;, = dx; Adx =0

Suma rézniczek tego samego stopnia: forma rozniczkowa zewngetrzna

o = Z &, (X0 X,) O AdX AL ADX

Przyklady: Pdx + Qdy, Pdy Adz+Qdz Adx+ Rdx Ady, Adx Ady A dz

Dodawanie analogiczne do dodawania wielomianow.
Mnozenie: a A = Za : Xm/\ /\dX dx; A...Adx; =0 DB Aa

RS p Jl
|1 Ip
Jl Jq

oa; oq;
Rozniczkowanie: da = Z al""’ dx, +...+ al""’ dx, [A dx. A...AdX
X, X 1 i

Iy..op

OX
d(Pdy Adz +Qdz Adx + Rdx Ady) = (P, +Q, + R,)dx Ady A dz 83

d(de+Qdy):2—deAdx+@dx/\dy:[Z—Q—a—dex/\dy
y




o0a, ; Oq
Pl g gia) = 0
OX O0X,  OX,0X,

a jest forma zupelna, jezeli 3y : @ = dy, « jest forma zamknieta, jezeli dax =0

Zamiana zmiennych X — t:
(X 55 % )
o oL,
Calkowanie po hiperpowierzchni V:

j a = j A(D)d, A ... AdE, = j A(t)dt,...dt, (zwykla calka Riemanna)
A\ D D

a= D a ; (X,..X%) dt, A...Adt

s 4y

Przyklady: Tw. Greena, Gaussa, Stokesa, takze _[ f(x)dx = F(b)-F(a), bo

ERY

AF) iy = £ (x)dx, BV = fa, b}

dF (x) =
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