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ROzniczkowalnosc




Pochodna funkcji jednej zmiennej
Pochodna f : (a,b) > R w punkcie x, € (a,b)

f '(Xo) — hm f (XO +AX) B f (XO) — hrn f (X) B f(xo)
AX—0 AX AX—0 X=X,

AX — przyrost argumentu funkcji

Af = (X, + AX) — f(X,) — przyrost wartosci funkcji

df (X,)

Inna notacja: f '(X,) =

df (X,) — rézniczka f odpowiadajaca przyrostowi argumentu dx

Funkcja 0(X) jest mala wyzszego rzedu niz X w sasiedztwie X =0

jezeli hmo(x) 0
Xx—=0 X

f(x, +AX)— f(X,) = f'(X,)AX + 0(AX)




Tw. f rozniczkowalna w X, jest ciagla w X,

D: f(x)= f(x,+Ax) = f(X,)+ f'(X,)AX +0(AX)
lim f(X)= hm f(x, +AX) = 11m(f(x )+ f'(X,)AX+0(AX)) = f(X,)

X—>X,

X, | X | — ciagle w X = 0, a nie r6zniczkowalne

Interpretacja
geometryczna
pochodnej —
styczna w punkcie
Xg Ma nachylenie o

A

_g,()':o-('A’a ‘‘‘‘‘

_g,(yo) -




o mate, O duze, ... (*)

[T(X)>0, g(x)>0]

f(X)=0(g(x)) & 3C >0 Ix, VX > X, : Cg(x) = f(X)
f(X)=Q(g(x)) & 3c>03Ix, Vx> X, : f(X)=cg(x)
f(X)=0(g(Xx)) < 3Ic>03C >0 3Ix,Vx>X,:Cg(x)= f(x)=cg(Xx)

f (X) =0(g(X)) w otoczeniu x, < lim ;88 =0

f(x) _

f (X) ~ g(X) w otoczeniu x, < lim

C, (>0, uniektorychc=1)

=% g(x)




Fx)=0(@g(x)  TX)=Q(9(x))  T(X)=06(g(x))

1
C=1, c=—
| 2]




Obliczanie pochodnych

(CH)'x)=ct'(x), (T+9)'(x)=T'(X)+g'(X)
(f+9)'() = T'(x)g(x)+ T(x)g'(X)

F'e09() - 1(x)9'(¥)

(1/9)'(x)=

(9(x))’
(f00)'(x)=1'(9(x))g'(x)
1
f)(y) = ——
(T7)'(y) F00
f(z) |a|sinz | cosx | tgx | ctgx | a® [log, x
fi(x) | 0] cosx | —sinx 0051233 si;;a: a®Ina il’:lila

f(x) | arcsinz | arccosz | arctgx | arcctgz | x®
1 —1 1 —1
VI—22 | V1—22 | 14+x2 | 1+ 22




Wyprowadzenia:

FOAGO) = T(%)9(X) = (T (X) = T(X))9(X) + T (X )(G(X) = (%,))

(f+g)'(x,) = lim (FOO= TN 4 TGO~ (%) _

X—>X, X=X, X=X X=X,

= f '(Xo)g(xo)‘l‘ f(XO)g'(XO)

1 1
(lj'(x()):umf(“ fO0) e FO)-F00  _ F'0y)

3 X=X, X=X, X=Xy f(X)f(XO)(X_xo) - fz(xo)

f(g0) = g% _ ;. F@00) - F(a(%) 90~ a(%,)
X=X, x=>%  g(X)—9g(X,) X=X,

—lim T =T 1 9097900 _ g% 1)g'(x)

Y=Y y == yO X=X X— XO

(f09)'(0) = lim

()= F(y,) X=X, ! !

(f7)'(y,) = lim

Y=Yy Y-V, x>% f(X)— f(X,) N f'(x,) B f '(f_l(yo))




2sin(x_ XO)COS(XJFXOJ
2 2

sin X — sin X,

(sinX,)'= lim = lim = lim
X—>Xo X=X, X=X X=X, X—>X, — X,
2
. X—X [ X+X
—2sin 0 Isin| ——2
, 1. COSX—COSX, ;. 2 2 :
(cosX,)'= lim = lim = —sinX,

X=X X — XO X—>X, X — XO

ln[ X, + ij | . XL

— X AX R

(InX,)"'= lim G+ A0 =In% _ .. 0 7 —lim ln(1+&j = lim In (H&J )
AX—0 AX AX—0 AX AX—0 XO AX—0 XO




: , 1 1 1 1
(arcsin X,)' = — - = = —— = =, Y, €(—%,%)
(siny,)" cosy, \/l—sm Y, 1-X,
(arccos X,)' = ! - == :
(cosy))  Ji-x
(arctg X,)' = L oy 12 ! :
(tg Yo)' I+tg7y, 1+X
1 . 2 1 1
arcctg X,)' = — —gin — —
(aroctg X,) (ctgy,)' L 1+ctg’y, 1+Xx

aln Xo a-1

(alnx,)' =X aizax0
XO

G e




Przyktady:

Od wewnatrz do zewnatrz

> cos(tg(X; )

0 Od zewnatrz do wewnatrz

(xx)':(e““) ™ (xInx)'= x*(In X +1)

(sin(tg(x7)))' = 2x

X =y +2y+1 = 2x=2yy+2y' > y'=——
y+1

Rozniczkowanie po obu stronach




Styczna do krzywej

2 2 _ _ (1 3
X +Yy = 1: A= (597) Znajdz styczng do okregu w pkt. A

2X+2yy'=0
Rozniczkowanie po obu stronach

" X _ 1 3

Yy =——="5F="73 . .
Yy Wartosc pochodne;
— N3

=g b Rownanie stycznej z parametrem b

3 _ _A31
S =53 +b

Wyznaczenie b — pkt. A nalezy do
243 stycznej

243 , . .
X+ === Réwnanie stycznej




Kat przeciecia krzywych

9/ —tga _
1+tgatg

gy =Q(f-a)=

_g'(x%)— F(%)
1+9'(x) (%))

Igr/?\
Krzywa parametryczna (*) s T
X(1), y(t) — wspolrzedne zalezne od czasu [ G
dy B &/ 7
dy d dy dt gt Vv
— t = _at _ Y
axox DT e T T % - >,

dt

1



Funkcja pochodna
f:(a,b)—>R
f':(a,b) >R

X — f'(X)

Funkcja pochodna przyporzadkowuije

punktowi z przedziatu otwartego (a,b) wartosc
pochodnej funkcji w tym punkcie




-

f (X) = x"sin (lj
J X

£(0)=0

f'(x)= 2Xsin(lj—cos( j, dlax=0
X

xsm(lj
f (0) = lim X —0, dlax=0
X

Xx—0

Pochodna istnieje, ale jest nieciggla w X =0

Funkcje klasy C" na przedziale [a,b] majg n-ta pochodna ciagla.
c’.C',C,..,C”




| Pochodne wyzszych rzedow

Jesli funkcja f' jest rozniczkowalna, to mozemy zdefiniowac jej pochodng, itd.

() = (£ (0
() = (f"(x))
f ) = (0 ()

. k .
(sin X)( ) — sin(X + £2)

funkcje klasy C" - n-ta pochodna ciagla

C” - ma wszystkie pochodne

(cos X)(k) = coS(X + *£)
(eX)(k) _ eX
(w,())™ =nla,

(xH)W =@xHP =(4-3x*)? =(4-3-2X)' = 4!

fOx)= f(x)




Wzor Leibniza

(19)00 = £ (0900 + £ ()5 (%)

(19)"00 = £ "(0g(0 +2 £ 009’00+ £ (0g"(x)

(19)7 00 = 19008 (0+3F 200" (0 +
#31007g7 00+ F00 " g (0

(fg)™ (x) = Z(k]f(” 2 (x)g™(x)

(N N N
(exxz)( - (Ojexx2 +(1)exzx + [2]@2 -

=e*X> +2ne*x + n(n —1)e*




Tw. 0 ekstremach

Jezeli f :(a,b) > R jest rozniczkowalna w ¢ € (a,b)

1 ma ma w tym punkcie ekstremum lokalne, to f '(c)=0
D (maksimum):
d0>0:Xxe(Cc-0,c+0)= f(x)< f(c)

IO 5 dia x<cm £ (0)= lim T X-TO 5
X-C X—C X -C

podobnie f ' (C) = lim <0.
x—c" X -C

Poniewaz f '(c)=f'_(c)=f'_(c), f'(c)=0.




Tw. Rolle’a / \/\

f :[a,b] > R ciagla i r6zniczkowalna w (a,b) orazf(a)= f(b)=
dce(a,b): f'(c)=0
D: Jezeli f = const. to f'(c)=0. W przeciwnym razie

dc € (a,b) dla ktorego f osigga ekstremum lokalne = f'(c) =0
1 A

(
/ /\ Kontrprzyktady:

S funkcja nieciakg’ra i I
owalna

N

I L L i
i L I A 7 = .
a b ac b nieroznicz




Tw. Cauchy’ego

f,geC’:[a,b] > R, rézniczkowalne w (a,b) =
dce(a,b): (T(b)-f(a)g'(c)=(g(b)—g(a)) f'(c)
D: h(x)=(f(b)- f(a))g(x)—(g(b)—g(a)) f (x)+ tw. Rolle'a

Tw. Lagrange’a

f eC’:[a,b] > R, rézniczkowalna w (a,b) =

dce(a,b): f'(c) = f(bg_ f(@) y A

D: tw. Cauchy'ego z g(X) = X C
B
(predko$¢ $rednia A
| chwilowa) _
Ol a & b ;r;>




Przyktad (tw. Lagrange’a):

f(X)=1Inx, f'(x):i

Inb—Ilna 1 1 Inb-lna 1
=— =< < — =
b—a C b b—a a
b—a b b-a
<ln—<

a a




Tw. Taylora

f eC"":[X,,X%, +h]— R, n-krotnie rézniczkowalna w (X, X, + h)
= 3dce(X,,X, +h): f(x,+h)=S, (h)+R (h)

' " (n-1)
S,() = f(x,) + ol PO T o
1! 2! (n—1)!

F(C) - .
R (h)= = h" (reszta w postaci Lagrange'a)

D: X, =X, +h, k(x)=(x-x,)"

' — (n-1) _ y\n-1
400 = £~ (0 -0 T I 0

(n—1)!




g(x)—=9(%) _9'(©)

Z tw. Cauchy'ego: 3 & (X), %) : k(x)—Kk(x,) k'(c)
1

L S=foo) _ fO -0 f“”(c)
—(—h) n'(c—x,)
f™(c)

= f(x)=S.(h)+ h"

Znaczenie tw. Taylora: dosc tatwe przyblizanie funkcji n-krotnie
rozniczkowalnych wielomianem stopnia n-1. Dla ,regularnych”
funkcji reszta jest mata i metoda jest tym doktadniejsza, im
wieksze jest n.




(RR) Przyblizanie funkgcji expéx-l)
Z pomocg wzoru Taylora dla
kolejnych n




f(x)=sin(x)




Szereg (rozwiniecie) Taylora

G

f eC”:[x,,%X, +h]— R.Jezeli ciag funkcji r (X) = ' jest
n!

biezny jednostajnie do 0 na przedziale [X,, X, + h], to

n_f k)
W, (X) =) f k('XO)

k=0

(X — X, )" jest zbiezny jednostajnie do f.

w: Jezeli funkcja ma na danym przedziale wszystkie pochodne

graniczone, | f " (X) |< M, to ma w tym przedziale rozwiniecie

aylora.




Przyktad funkcji majacej wszystkie pochodne i nie posiadajacej
rozwiniecia Taylora wokot x=0: exp(-1/x2). Pochodne nie sg ograniczone!
Wszystkie pochodne w x=0 znikaja.

Z0F

15 f"'(x)

1o f




e”? = cosz+isinz

e? ye 7 . e
COSZ = S sinz =




Funkcje hiperboliczne

2 4 6 00
coshX:chX:1+X +X +X X
21 4! 6! = (2k)!

(krzywa lancuchowa)

2k+1

2k

. X X X © X
sinhhX=shX=—+—+—...
1! 3! 5! 0 (2k +1)!

e’ =coshz+sinhz, e *=coshz-sinhz,

e‘+e° . e’ —e’
coshz = , sinhz=
2 2

cosh’ z —sinh® z =1

(coshz)'=sinhz, (sinhz)'=coshz,




cosh sinh tanh=sinh/cosh




Tw. 0 ekstremach | ! |
£ (Wo)=0
MIN £¥(%e)<0
\ A :
S,{(%oﬁ ~0 /A\ MAX
5"(xe)>0
: = e
1 *o %o
silne maksimum lokalne w X, <> 36 > 0: x € S(X,,0) = f(X,)> f(X)
silne minimum lokalne w X, <> 36 > 0: x € S(X,,0) = f(X,) < f(X)
Tw. f'(x,)=0, f " ciagla w X,. f "(X,) < 0 = (silne) maksimum  Przyklad:
f"(x,)>0=> (silne) minimum T (X)=x* =X’
f'(x)=2x-3x*=
D: Z tw. Taylora dla n=2 =3X(3—X)
FO0 = F00)+ F 1K= %)+ £ 10X =%, ) f"(X) = 2 - 6X
f'(x,) =0, z ciaglosci Ir > 0: X € K(X,,r) = f "(X,) jest f"(0)=2 (minimum)

tego samego znaku, co f "(X,), skad wynika teza. f"(3)=-2 (maksimum)




Tw. f rézniczkowalna w (a,b)

f'(x)>0dlaxe(ab)= f(x) (silnic) rosnaca
f'(x)<0dlaxe(a,b)= f(x) (silnic) malejaca

D: X, X, €(a,b), X, <X,

Z tw. Lagrange'a 3c € (a,b): f(x,)— f(x)= f'(c)(x,—X,) .-

Tw. f rézniczkowalna w (a,b), X, € (a,b)
f'(x)>0dlaxe(a,x,)i f'(x)<0dlaxe(X,,b)= (silne) maksimum w X,
f'(X)<0dlaxe(a,x,)1 f'(x)>0dlaxe(x,,b)= (silne) minimum w X,

- &) f(x)=x"+1
f'(x)=6x>, x,=0

%‘mw £00%0 X <X = 100> O} = min w X,

Wi, X>X, = f'(X)<0

il
X




>
|

WypuktoSc v

Funkcja rozniczkowalna f : (a,b) = R jest wypukla (wklgsla), jezeli
Vy e(a,b)vxe(a,b),xzy: f(X)>(<f(y)+ f'(y)(x-y)
- nad (pod) styczna
Tw. Funkcja dwukrotnie rozniczkowalna w (a,b) jest wypukla w tym przedziale,
jezeli f "(X) >0, a wklesla jezeli f "(X) <O.
D: Z tw. Taylora dla n=2.

Jezeli dla x < X, wypukla, a dla x > X, wklgsla (lub na odwro6t), to X, nazywamy

punktem przegigcia.




Reguta de L'Hospitala

f,g - rozniczkowalne na (a,b), g'(x) =0, 1) lim+ f(x)=lim g(x) =0,

3r e {R, 00,0} : lim f'(x)
x—>a" (x) x—>a g(x)

D: Uzupelnijmy f (2) = g(a) = 0. Wtedy z tw. Cauchy'ego dc € (a,x):

() = 1(0-f(a) = f '(C). Gdy X —» a” rowniez ¢ — a", zatem
g(x) g(x)-g(a) g'(c)
Lt )

x—a’ g()() c»a’ (C)

0
0

. sInX .. CcosX
Iim = lim =1

x>0 X X—0 ]

. l—cosx .. sinx .. cosx 1
Iim > = lim = lim =—
X—0 X X—0 2)( X—0 2




2) lim f (x) = lim g(x) =0, 3r & {R,o0, ~o0} : lim - _ ¢ = fim 1)

== g'(X) xw g(X)
D: g(x)=1(3), y(X)=09(), Y=+
1imf(y)_l f() = lim M:hm(é'(x) lim G- 1)
y—>00 g(y) Xx—0" g( ) X—0" 7/(X) x—0" 7/'()() X0 gv( )( )
i G e T
=0 g'(L) e g(y)

') f(x)

3) hmf(x)—hmg(x) o0, 3r € {R,00,—00} : lim =r= lim——==r
x—a* ( (X) x—a* g(X)
(1) e 2
D: lim + ) i 90 _ iy NOOO) o 00" _ M(hm wj
x—a* g(x) x—a* L x—a* 1 x—a’ f (X) x—a* f '(X) x—a* g(X)
IO f (x)

— lim

Xat f(X) x—a" f '(X) x—a’t g(x) x—>a g (X)




0-00:2:2 hmxlnx—hmln—x—hm X — _limx=0
% o0 x—0" x—0* l x—0* L x—0*
X NG
5) 00— o0 = 2 nm(l— ! ):Iimsm).(_x—hm e
0 x=>0"\ X SIn X x=0" X S1n X x—0" sz+XcosX
1 B 1
Fx)—g(x) =3 ) K g BX g
1 x->0" 2CO0SX —XSIn X x-0" 2 —X tg X
f(x)g(x)

1

1 llnx lim llnx lim X

6) 0°,00°,1” limx* =limex =e==* =gl =g’ =]

X—00 X—00
f (X)Q(X) — eg(X)lnf(X)



Badanie funkgcji

0) Dziedzina
1) Miejsca zerowe
?) Parzystos¢, nieparzystos¢, okresowosc

3) Ciagtos¢, granice w punktach nieciggtosci i na krancach przedziatow
okreslonosci

4)  Asymptoty

5) Rozniczkowalnosc¢

6) Monotonicznosc i ekstrema

/) Druga pochodna, wypuktos¢, punkty przegiecia
8) Tabela przebiegu funkgji

9) Szkic wykresu

10) Zbior wartosci

(kolejnos¢ dowolna!)







Catkowanie



Catka nieoznaczona (funkcja pierwotna)

f:(a,b) > R, F —rbézniczkowalna w (a,b). Jezeli

F'(x)= f(x) dlaxe(a,b), to F jest funkcja pierwotna funkcji f.

Funkcja pierwotna okreslona jest z doktadnoscig do statej, tzn. jesli F(x) jest
funkcjg |ewrotn to F(x)+C jest rowniez funkcjq pierwotna, poniewaz
(FOO+EY=F 00 =K

Catkowanie: operacja odwrotna do rdézniczkowania

f(x) %, a# —1 1 a”® sinx | cosx J-af (X)dX _ a‘.' f (X)d
~oa+1 1E .
If(’«) dx :; :1 In |x| 1; il b cosx | sinx
" [(£00+g00)dx =
! ! 1 ! =J- f(x)dx+J.g(x)dx

f(@) cos? x sin? = 1+ 2 V1 — x2

[f(z)dx tg —ctgx | arctgz | arcsinz




) =gl =

X

jldx = ln‘x‘—kC, bo (ln‘x
X

3 2
Idxx i :de(x+ 1 + 2 j:X—+ln\x\—%+C




Catkowanie przez czesci

Wyprowadzenie:

[ (fg)'00dx = £)g00) = [(F'00g(0) + F()g'(x)dx = F()g(X)
= [ £1(0g(0dx = £ (0g(x) - [ f(x)g'(x)dx

f(X)=x, g(x)=In|x|
Iln\x\dx =jx'ln\x\dx :xln\x\—jx(ln\x\)'dx =

1
— xln\x\—jx;dx —xln\x\—jl-dx —xln\x\—x+C

Idx XCOSXZIdX X(sin X)' = XSinX—IdXSinXZ Xsin X +cos X+ C

Sprawdzenie: (XsinX+cosX+C)’ = SIn X + X COS X —sIn X = X COS X




Catkowanie przez podstawienie

f:(a,b) >R, g:(s,t) > (a,b) rézniczkowalna, F - pierwotna dla f
= F og jestpierwotna dla f(g(x))g'(x), .

[ £(a0g'00dx = [ f(y)dy = F(g(x), y =g(x)

D: Z tw. o pochodnej funkcji zlozone;j

[F(9(x)]"=F'(g(x)g'(x) = T(g(x))g'(x) .-

1
3X+2
3

|=jdx : f(y):%,y:g(x)=3x+2, g'(x)=3

:l-ggzkzlpwl:Jmﬂw+C:me+A+C
3 y 3

I:ljdx
3 3x+2  3° g(Xx)




Prostszy zapis: j dyf (y) =I dxj—i f(y(x))

bo dy = dx. tub dg(x) = 29X g
dx dx

| = [dx 2X , Y =4x"+2, dy:8xdx:>xdx:d—y
©A4AXT+2 8
| = 'd—ylzlm\y\w =11n\4x2+2\+c
J8y 8 8
| = [dx(1+x3)'x, y=1+x>, dy=2x dx

| :%jy%dyzgyﬂczg(uxz)ﬂc

T'(x) _
00 =In|f(x)|+C

_[ dx cos(X)

Tw. jdx

= ln‘sin(x)‘

sin( X)




Wzory rekurencyjne

In:j dxzn, | - ] x2 n_1+2n—3|n_1, >, 1, = X
(1+x°) 2n =2 (1+x7) 2n-2
Jn:IdXsin” X, Jn=—lCOSXSinn_1X+n—_lJn_2, n>2J,=Xx
n n
n 1 . n—1 n_l
anjchos X, K, =—sinXxcos" X+——K_ ,, n=22, K, =X
N N

(uzyteczne w wielu obliczeniach)




Catkowanie funkcji wymiernych
A . Bx+C

Ulamki proste ~1 — -
(X—a) (X +px+0q)
(Aln|x—a|, n=1
Adx
“-(X a)n - 4 A n>1
(1-n)(x—a)"""

J-dx(szBrx+C n:EjdX 22x+p n+(C_Bpjj : dx n
PX+Q) 2 (X" + px+0Q) 2 (X" + px+0Q)

2X+p
(X*+ px+q)"

2
2. x2+px+q:(x+£j —é:—é(tzﬂ), x+£:‘/—ét, dx:‘/—édt
2 4 4 2 4 4
t

1. _[dx :J‘d—i/ y=X+pX+0, A=p°—49<0
y

J‘ dX - (_éjl/an d
x>+ px+q)" | 4 (1+t%)"




Rozktad funkcji wymiernej na utamki proste

P(x)

Funkcja wymierna ma posta¢ f(X)=——=, gdzie P i Q sa wielomianami.
X

Jezeli stopien P jest wyzszy lub rowny stopniowi Q, to wykonujemy dzielenie,
otrzymujac P(x) =W (X)Q(X) + R(X), gdzie stopien R jest nizszy od Q. Mamy
R(X)

Q(X)

Wielomian W (X) calkujemy trywialnie. Q(X) ma rozklad

f(X)=W(X)+

Q(x) =c(x-a)"...(x-a_ )" (x* + p,x+q,)"...(x° + p,X+0,)", natomiast dla

CZ€SCl1 niewymiernej mamy nastepujacy rozklad na ulamki proste:

R Ky n_ B, x+C,,
R9_Sy LY

QX)) Tig(X— a) j=1 1=1 (X2+pjx+qj)p

co calkujemy z pomoca wczesniejszych wzorow.




Metoda 1: Sprowadzamy prawa strong do wspolnego mianownika 1 porownujemy

Wsp(')lczynniki przy tych samych potegach x, co daje uklad rownan liniowych

naAk? J|>

Metoda 2 (prostsza): f (X) =

-+ r(X), gdzie mianownik r(X) zawiera (X - a)

(x-a)
w potedze co najwyzej
Ogolnie A, =[ f (x)(x-a,) 1™ /(k; —m)!, .,ki
Bx+C ) -
Dla przypadku f(X)=-—; -+ r(X) rozkladamy X” + px+q = (X-2)(X-7),
(X" + px+Q)
gdzie z = - P +2|\/E , a wtedy

f(X)(X? + pX + Q)L:z =Bz+C, f(X)(X*+ px+ q)\H =Bz +C,
skad wyznaczamy B 1 C.

Metoda 3: Symboliczne manipulacje z pomoca komputera
(Mathematica, Maple, MatLab, Form,...)




| Catkowanie funkcji niewymiernych

R(X, Y) —funkcja wymierna dwoch zmiennych

(iloraz wielomianéw dwoch zmiennych)

! jR[ ax+ }dx, Al
cx+d cx +d

2. IR(X,\/axz +bx + c) dx, a>0, (t- x)\ﬁ —Jax® +bx+c
podstawienia

—A
a<0, (x+£)t e /— = \/ax2 +bx+c Sl
2a 4a
JX°—a’, x=acosht, +X*+a*, x=asinht

3 jR(sianosx)dX t—tg5 sinx = —2 (:osx—l_t2 dt—l(1+t2)
' ’ ’ 2’ 1+t 1+t 2

a) R(u,v) =—-R(-u,v), t=cosX|
b) R(u,v) =—-R(u,—V), t=sinX ; — prostsze podstawienia
¢c) R(u,v)=R(-u,—-Vv), t=tgx




f :[a,b] > R, Catka oznaczona Riemanna
m = inf{ f (x), X [a,b]},
M =sup{f(x),x e[a,b]}
Dzielimy [a,b] na n czgsci:

a=X, <X <X, <..<X <X =D
I[T={X,...X ;}, A, =X —X_, 1=1..n

0= max AX; — srednica podzialu I1

m, = inf{f(x): xe[x_, %1},

I—12 %

M. =sup{f(X): Xxe[X_,,X ]}

n
S= ZAXimi — suma dolna,
i=1

S = ZAXi M, — suma gorna
i=1

Z konstrukcji m(b-a)<s<S<M(b-a)




Rozwazamy normalny ciag podzialow (I1,), tj. taki, ze limo, = 0.

S, 15, oznaczaja sum¢ dolna i1 gorna dla podzialu IT ...

Tw. f :[a,b] > R —ograniczona = dla dowolnego normalnego ciagu

(I1,) i1stnieja granice lims, 1 im S, , oraz nie zaleza od wyboru podzaialow.

N—o0 N—o0

b b

lims, = j f (x)dx — calka dolna, lim$S, = j f (x)dx — calka gérna

N—o0 n—o0
a a

Funkcja jest calkowalna w sensie Riemanna jezeli calka gorna rowna si¢ dolne;.

b b b
j f(x)dx = j f(x)dx = j f (X)dx — calka oznaczona (Riemanna)

a




Tw. Funkcja ciagla w [a,b] jest calkowalna w sensie Riemanna

Tw. Funkcja monotoniczna w [a,b] jest calkowalna w sensie Riemanna

b b b b b

JE+a0 = f0+Jax).  [ef(x)=c] f(x)

a a a a a

f,g —calkowalne = iloczyn fg — calkowalny
b

jf(x)+jf(x):jf(x), jf(x):—jf(x), Tf(x):o

a

f(X) < g(x), X e[a,b]:j f(X) sjg(x)

jf(x)

a

< || f 0|




Tw. f 19 -ciagle w[a,b], f(x)<g(x), 3Ix,: f(X,)<g(x,)

= j! f (x)dx <i g(x)dx

Tw. f - calkowalna w sensie Riemanna w [a,b], X €[a,b]

dF 0 _ ¢ )

F(X)= j f(t)dt = F —ciagla, oraz

dla X, w ktorych f jest ciagla.
Tw. (podstawowe twierdzenie rachunku calkowego)

f - ciagla = posiada funkcj¢ pierwotng F, oraz

J' f(x)dx = F(b)—F(a), zapis: j f (x)dx = F(x) z:a

b
Tw. (o wartosci sredniej) f - ciagla w [a,b] = 3x,: f(X,) = ﬁj‘ f (x)dx




Zastosowania catek

Geometria: pole figury, objetos¢ bryty, dtugosc¢ krzywej
Miara Jordana (fiz.) zbioru I

(tu: 2-wymiarowego):
1) otaczamy zbidr ograniczony A

prostokatem S o bokach a,b ' /: /%i A;‘\\
2) dzielimy S na n? mniejszych Al EAN
) prostqutow jak na ry;su»rllku (pole 5%?%? ﬁ/éj/?% \
kazdego prostokata wynosi ab/n? - 7
/B
3) zliczamy wszystkie prostokaty zawarte 7/ EImN__
w A i oznaczamy ich pole jako s Ny V4 ~—F
4) zliczamy wszystkie prostokaty, ktore 1S |

zawierajq jakis punkt zbioru A i

oznaczamy ich pole jako S,

. dolna: o* S 6) Jezeli s*=S*=P, to A jest mierzalny w
miara dolna: S* =sups,

sensie Jordana a P nazywamy jego

neN polem
*k
miara gorna: S* =1nf'S, Uwaga: miara Jordana brzegu, S*-s*,

wynosi 0 dla zbioru mlerzalnego
S, <SS, =>S*<S*



Przyktady zbiorow niemierzalnych w sensie Jordana

(przejscie graniczne z liczbg
wierzchotkow przed pomiarem . o
W sensie Jordana) Inne: trojkat Sierpinskiego,

fraktale




Uwagi:

W trzech wymiarach konstrukcja miary Jordana jest analogiczna — uzywamy
prostopadfoscianow. W wiekszej liczbie wymiardw uzywamy hiperkostek.

W jednym wymiarze (do pomiaru zbioru lezacego na prostej) uzywamy
odcinkow.

Przy zmianie skali dtugoéci, L, pole zmienia sie jak L2, objetoé¢ jak L3,
hiperobjetos¢ jak L9, gdzie d jest liczbg wymiardéw przestrzeni




Pole figury ptaskiej

Tw. f :[a,b] — R ciagla i nieujemna = pole figury utworzone;j
przez krzywa y = f (X) oraz odcinki AB, AC, BD,
gdzie A=(a,0), B=(b,0), C=(a, f(a)), D= (b, f(b)) wynosi

Pzif(x)dx

(moéwimy: pole obszaru pod wykresem f (X))

Dowdd wynika natychmiast z analogii konstrukcji miary Jordana i catki Riemanna

Tw. f,g:[a,b] > R ciaggle, f (X) < g(X) = pole obszaru mi¢dzy
wykresami y = f(X) 1y = g(y) wynosi

P = [ (90— f(x))dx




A L0

/ / /3//////1

H >
O C‘L/ s X A%’




Przyklad: pole kola

g(xX)=r"=x>, f(X)=—/r’ =x’
P= _r[(g(x)— f (x))dx =2j Vr? —x*dx

X =rcost, dx=-rsint dt

0 V4
P= —2"‘\/r2 —r°cos’t rsint dt =2r2jsin2t dt =
Va 0

2

=2r? %(t —sintcost)| =zr

0
a+mw a+rw T
J‘ sin’t dt = J' cos’ t dt:—j
\_ a a 2
'srednia wartosé sint i cos’t w ich okresie:

— | sin“tdt=— | cos“tdt=—
7z-£ 7Z"[ 2]

a




Objetosc bryty obrotowej

n b
V, =Y 72 f2(x)AxX, V =7zj f 2(x)dx
k=1 a
Przyklad: objetos¢ kuli

V=7zjr(\/r2 X )2 dx :27z':[(r2 —x*)dx =

3 r
=27 rzx—x—

4 N 2
=—7xr’ AV=T50) Ax

3 ‘ AxFeAL?

A ]

0

DN
0
1
3
&
N>
>
X
;’1
&
>
A



Pole pobocznicy bryty obrotowej

P = anzyzf(x)\/(Ax)z + (Af (X))’ =Zn:2nf(x)\/1+(Af(X)j AX

P =27 f (X)y/1+(f'(x)) dx

Przyklad: pole sfery

f(X)=+r=x*, f'(x)=-

~ax = 27zrjdx A7r?

P = 27zjm\/1+

— X’




Diugosc krzywej

Krzywa dana jest rOwnaniem parametrycznym

X = X(t)a y — y(t)o t < (tovtl)

L, = Y Jxt) — () + (y(t) - Y(t ) = Z\/(AXA(:)j + (%”j At

L= [y +(y'@®)
t A y

AL = [ ag)*
Przyklad: dlugos¢ okrggu ) (A‘a)

X(t) =cost, y(t) =sin(t), t, =0, t, =2x
2r 2

sz\/sin2t+cos2tdt=jdt=27z m/
0 0

X\ir



Catki niewtasciwe

f:[a,b) >R, beRvb=ow, fe(a,bh)

B
Iﬂ:jf(x)dx

a
b

Calka prawostronnie niewlasciwa: j f (X)dx = lﬂmg |,
a

Analogicznie definiujemy calk¢ lewostronnie niewlasciwa:

f:(c,a] > R, ceRvec=-mw, ye(c,a)

Iyzj'f(x)dx, J'f(x)dx:lyiggly
y C

b a

b
Calka obustronnie niewlasciwa: j f(x)dx = J‘ f (x)dx + j f (x)dx

C C




lim24/y

y—0

_72'_

———=7

1
—_dx=lim2+/x| =2—
\/; y—0 y

o = arct X‘w _Z
1+ X &8 2

|
|
j
|

log xdx =lim (X log X — X)‘1
y—0 v

-

o0
L

2

Ldlap<1

I-p
dlap>1

—1—-lim(y logy)=-1
y—0



Kryterium catkowe zbieznosci szeregu

Podstawowa idea:

ff\‘ tg/ o)
l( P, € §500dx € P




Jesli f :[1,0) > R, ciagla, nicujemna, nierosnaca, to

Z f(n) zbiezny < I f (x)dx zbiezna
n=1 1

n+l1
Dowdd: Oznaczmy a, = _[ f (x)dx,wtedy a, < f(n)<a _, oraz (patrz rysunek)

a, < f()
a+a,<f(H+f2)<f()+a

a+a,+.+a, <f(H+fQ)+..+f(H<f()+a +...+a,_,, czyli

n+1

j f(x)dxszn:f(k)s f(1)+i‘1 f (x)dx < f(1)+T f (x)dx

1
1) Jezeli istnieje calka, to cigg sum czg¢sciowych jest ograniczony, ponadto jest

rosnacy, bo f (k) > 0, a zatem szereg jest zbiezny.

2) W granicy N — o0 mamy I f (x)dx < Z f (k), zatem jesli calka jest rozbiezna,
1 k=1

to szereg tez jest rozbiezny [




Whniosek: mamy gorne 1 dolne ograniczenia

Tf(x)dxsif(k)s f(1)+Tf(x)dx

Dla sumowania od K = m mamy

o0

jf(x)dxgi f (k)< f(m)+T f (x)dx

m

I .. :
Przyklad: Z ma t¢ sama wlasnos¢ zbieznosci
n=2

—~ninPn
o (In'P2
T odx Tdu  u"’ , p>1
CcO — — 24 —1 U=InX
| J - p (u=1Inx)




Stata Eulera-Mascheroniego

_hmE jdxj—llm( &—logn]20.577215...
N—o0 - ? X N—o0 -

Nie wiadomo, czy jest liczbg wymierng czy niewymierng!
Wystepuje w wielu catkach i szeregach, np.

—T dx e " logx =y




Granica pod catkg

Tw. f calkowalne na [a,b], (f,) zbiezny jednostajnie do f.
b b b
Wtedy lim j f(x)dx = j lim f_(X) = j f (X) i zbieznos¢ jest

jednostajna [mozna zmieni¢ kolejnos¢ granicy 1 calkowania]

Whniosek: Poniewaz szereg jest granica ciggu sum cz¢ciowych,

to jezeli S(X) = Z f (X) 1 zbieznos¢ jest jednostajna, to

n=l

b w b
_‘- dxs(x) = Z I dx f, (X) 1 zbieznos¢ jest jednostajna

n=1 a

[mozna calkowac wyraz po wyrazie]




Z:(—l)”tn = ﬁ zb. jednostajnie w kole zbieznosci ‘t‘ <1
n=0 +

00 y y
nzﬂ;(—l)n_([dt t" = .([dt lth zb. jednostajnie dla M < ‘t‘ <1

© ¢ 1\Ny,N+l
Z( :]) i =In(1+y) zb. jednostajnie dla ‘y‘<1
n=0 +

y .y ¥y
In(l+y)=y-—"—+"——-"—+——..
e i R

Warunek jednostajnej zbieznosci jest konieczny. Kontrprzyklad:

f (X)=nxexp(—nx?), f(x)=lim f (x)=0

[ dxf,(x) = —%exp(—nxz) = %(1 —exp(—N))

N—o0

1 1
limjdxfn(x) :%;tj'dxf(x) =0
0 0




Rozniczkowanie po parametrze

Tw. f (X, p) ciagla dla zmiennej X €[a,b] oraz dla parametru p [r,s],

ponadto ma ciagla pochodna 2—f przy ustalonym X. Oznaczmy

b b
I(p):_fdxf(x, p). Wtedy %;):J'dx 8f(axp, p).

_ e_py

p Bardzo uzyteczna
sztuczka!

y
Przyklad: I(p) = [dx e = :
0

dp p

[mozna kontynuowac rozniczkowanie]

M _ jidx (-x)e " = eV +2p)’)—1

Uogolnienie:

b(p) b(p)
di-[ f(x, p)dx = j dx o (xp)

a(p) a(p)

+0'(p) £ (b(p), p)—a'(p) f (a(p), p).




Catkowanie funkcji oscylujacych

f (X) — monotoniczna na [@,), lim f(X)=0 =

= | f(X)sin(x + #)dx — zbiezna

|
|

sin X 1 3
dx = —+/2 —~2T| =
x 2 V2 (4)
1

sin(X>)dx :j cos(Xx”)dx - \/% — calki Fresnela
0
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