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ROzniczkowalnosc




Pochodna funkcji jednej zmiennej
Pochodnd &b )» R wpunkcie Ll a(, )
fOQ+M) = ) _ o F00= (%)

j (XO) B l!(rpo AX Ax -0 X=X,

AX — przyrost argumentu funkcji
Af = (X, +Ax) — f(X,) — przyrost wartosci funkcji
af (%)

dx
df (x,) — rozniczkaf odpowiadara przyrostowi argumentik

Inna notacjaf X, r

Funkcjao & ) jest malwyzszego rzdu niz X w sasiedztwiex = (

o(Xx
jezeli lim——= ( )—
x-0 X

f (X, +AX) = f(X,) = f'(X,)AX + 0(AX)




Tw. f razniczkowalna wx, jest ciagla w,

D: f (x)=f (X, +Ax)= f(X,)+ f '(X,)AX +0(AX)

lim f(X) :IAimOf(xo + AX) :Emo( f(x) + f'( X9 Ax+d AXY) = f(x)
X - Xy X — X >

3/x, |X |- chgle wx = 0, a nie réniczkowalne

Interpretacja
geometryczna A
pochodnej —
styczna w punkcie

Xg Ma nachylenie o _g,(xo.(,Axa

——— et e ent— -

((x0) ===




o mate, O duze, ...

[f(X) >0, g(x)>0]

f(x) =0(g(x)) « LIC>0 k,[x>x,:Cg(x)= f (x)
f(x)=Q(g(x)) = [£>0KUx>x,:f(x)=cg(x)

f(x)=0(g(x)) « [(L>0LC>0Kk,[Ix>x, :Cg(x)=f (x)=cg(x)

0 _

f (x) =o(g(x)) wotoczeniu ¥ < Ilim——== 0
*=% g(X)
. . f(x) _ s _ .
f (X) ~g(x) w otozeniu ¥ < lim =c, €> 0, uniektorych=

=% g(X)




f(x)=0(g(x)) T&)=Q@QK) TXFOQgK)

a 1
[C =1, C—E]




Obliczanie pochodnych

(ch)'(x)=ct'(x), (F+g)K)=T '&)}g'«)
(T+9)'(x) = T'(x)g(x) + T (x)g'(X)

F'(x¥)9(x) - T (x)g'(x)

(1/9)'(x)=

(9(x)°
(fog)'(x)=1'(9(x)g'(x)
1
) (y)=———
(f7)'(y) 0
flx) |a|sinz | cosx | tgx | ctgx a® |log,x
: 1 —1 1
fl(z) | 0| cosx | —sinx oz | vz s a®Ina na

f(x) | arcsinz | arccosx | arctgx | arcctgz | x®

1 —1 1 —1
/ a—1
f(m) 1 — x2 1— 22 | 1422 1+ 22 ot




Wyprowadzenia:

FOA9(X) = (%) 9(%0) = (T(X) = T(X0))a(X) + T (Xx)(9(X) = 9(Xy)

vy ) = fima (PO = FON ) |, F(X)(9(X) —9(%0)) _
(o) eg) = W = x. >l =

= f'(%)9(%) + F(%)g'(Xo)

1 1
i I(Xo) = |im f(X) 1:(XO) = lim f (Xo)_ f (X) — _ f '(Xo)
f S X%y e F00T (=% F2(xy)

f(g00) = (g0 _ - F(800) = F(a0%)) 900~ ()
X=X =% g(x) = 9(X) X=X
= lim f (y) — f (yo) lim g(X) — g(xo) — .I:l( g( XO)) g'( XO)

=% Y=Y, X% X—X,

(fog)'(x)=Iim
X=X

) = ) i X=X 1 L

(F7)'(¥o) = lim

o ymy,  em f(0-f0g) Tk F(F(y))




: . Zsin( X~ Xoj co:{XJrXO)
(sinx, )'= lim SMX =S _ iy 2 2_J = im
X X=X X% X — X, X~%

(X=X ) X+ X,
7 2%
(cosx, )'= M2~ 0% _ iy Sm( 2 jsu{ 2 j:
XX X=X X% X — X,

1
1 X0\ X,

In(xo +ij
100G P ISG s % J_jlimin (1 +%JAX = lim In (1 +&ij
AX X,

()= im, =

AX Ax-0 Ax -0 Ax- 0




1 1 1 1

(arcsinx, )'=— = = = oy, 0(=Z,z)
o (siny,)" cosy, \/1— sify, (1-x2 .
(arccosx, )= SN
(cosy,)  f1-%
1 1 1
arct '= = co8y, = =
et (t9Y,)’ P Ir gy, X
1 : 1 1
arcct = =-sSiAy,=- = -
( a2 (ctgy,)’ e 1+ ctgy, B X,

(Xoa)- — (ealnx0)| — ealnxo(aln Xo)l — Xaai — aXoa—l




Przykfady:

Od wewnatrz do zewnatrz

sin(tg(x?))) '= cos(tgx; ))
( ) " cog X§ ’ Od zewnatrz do wewnatrz

(x)'=(e") =™ (xInx)' = x*(Inx+1)

= y2H2y+l = 2X= Ay F Y >y =
y+1

Rozniczkowanie po obu stronach




Styczna do krzywe]

x> +y?=1 A= 83

212
2X+2yy'=0
__ X __ 1 __.
y = ;- 53
y=-3x+b
V3 — _
f=-Gi+b
— 2J3

) Znajdz styczna do okregu w pkt. A
Rozniczkowanie po obu stronach
Wartos¢ pochodnej
Rownanie stycznej z parametrem b

Wyznaczenie b — pkt. A nalezy do
stycznej

Rownanie stycznej




Kat przeciecia krzywych %1
tgf-tga _

tgy =t —a)= =
oy =w9(f-a) =l

_ ') = F(%)
1+'(%) T (%)

X¢ ")

va//?\
Krzywa parametryczna R
X(t), y(t) — wspolrzedne zalene od czas C\'\ o
dy . &/ 9
dy _ d _dydt _ gt _Yy
dx dx y(Hx) dt dx dX x — >




Funkcja pochodna
f:(a,b) > R
f':(a,b) - R

X - f'(X)

Funkcja pochodna przyporzadkowuije

punktowi z przedziatu otwartego (a,b) wartos¢
pochodnej funkcji w tym punkcie




£ (x) = xzsin(ij
X

£(0)=0

f'(x):2xsin(1j—co Ej , dlxz 0
X X

xzsin(
f'(0) = lim
X-0 X

Pochodna istnieje, ale jest niggla wx = 0

X |

j-o
=0, dlax= 0

Funkcje klasyC" na przedziale [a,b] marta pochodna aigla.
c’,c.C,.C




| Pochodne wyzszych rzedow

Jesli funkcja f' jest rozniczkowalna, to mozemy zdefiniowac jej pochodna, itd.

(9= (f(9)’
(9= (7))
FO() = (")

funkcje klasyC" - n-ta pochodnaagla
C” - ma wszystkieghodne

o k _ 0
(sinx)™ = sin(x + &)
(cosx J = cosk+Xz )
(eX)(k) — eX

(w,(x)" = nla,

FO(x) = f(x)

(X4)(4) — (4X3)(3) — (4 2)(2): (4 % )1: A




WzOr Leibniza

(f9) ()= F1(09g09 + F (09’9
(f9)"0) = (9900 +2f (g 0)+ f ()g ")
(19709 = £ (g () +3f @99 ¥ +

+ 3 P9 &t &)g% &)

(f9)" () = Z@f ™(g% (9

y (N n n
(exxz)( = e*x*+| |e"2x+| |e°2=
0 1 2

=e'x*+ 2e*X+n (- Wy




Tw. 0 ekstremach

Jezelif :(a,b) - R jest r@niczkowalnawcl]l & b )
| ma ma w tym punkcie ekstremum lokalnef tac '( )=0

D (maksimum):
[10>0:xU(c-0,c+0)= f(x)< f(c)

_TX-TO .0 glax<cs 1 €)= lim X1 ¢

X-C c X-C
f(0-1©) _q

podobnief ', (c) = lim

¢ X-C
Poniewa f '(c)=f"'_(c)=f ", (c), f '(c)= 0.




Tw. Rolle’a

s

O a C b =

f :[a,b] - R ciaglairaniczkowalnawé b ) oaf (@)=f (b)=

cO(ab): f'(c)=0

D: Jeceli f =const. to f'(c)=0. W przeciwnym razie
[c(a,b) dla ktorego f oaga ekstremum lokalnes f c(9 O

Kontrprzyktady:
+ ——> funkcja ,niecialg’ra i
a b nierozniczkowalna



Tw. Cauchy’ego

f,gOC°:[a,b] — R rézniczkowalnew é& b =

[cO(a,b):(f(b)-1(a))g'(c)=(g(b)-g(a))f ‘(c)
D: h(x) = (f (b) - f (a))g(x) - (g(b) - g(a)) f (x) + tw. Rolle'a

Tw. Lagrange’a
f OC°:[a,b] » R rozniczkowalnaw & b =

cO(a,b): f'(c) = f(b):f(a) y A
D: tw. Cauchy'ego g X 7 X C
B
(predkos¢ $rednia A
| chwilowa) ) -
O EL C b xr




Przyktad (tw. Lagrange’a):

f(x)=Inx, f'(x):1
X

Inb-lna 1 1 Inb-Ina 1

= =< <=
b-—a c b b—a a
b-—a b-—a

<

a

b
In— <
a




Tw. Taylora

f OC"™:[x,, X,+h] - R n-krotnie ré&niczkowalna wx, x,+h
= [E0 (%, %+ ) f (%,+h) = S,(h) +R, ()

F'(%) o, T7(%) .2 1:(”_”(XO) n-1
Sy (M) = (%) + =~ 2 h+ = mlh o= h

(n)
R (h) = f ( )h” (reszta w postaci Lagrange'a)

D: X =X +h, k(x): (X'Xl)n
' — (n-1) _ w\n-1
g(x) = f(x) - f(x)- o) =—x) 77 (X)(X = X)

1! (n-1)!




Z tw. Cauchy'egoit 0 X, X, y.904) = 9(%) _ 91(C)

k(%) —k(x) k'(c)
L S=f00) L FO0=9™ e 17(0)
—(=h)" n!(c—x)" n!

~ £(x) =S, (h) + (O e

n!

Znaczenie tw. Taylora: dosc tatwe przyblizanie funkcji n-krotnie
rozniczkowalnych wielomianem stopnia n-1. Dla ,regularnych”
funkcji reszta jest mata i metoda jest tym doktadniejsza, im
wieksze jest n.




—1)2
w2($):1+($_1)+(x 9 ) ,
— 1)2 _1)\3
wg(x):1+(:c—1)~|—(x D (z—1)
2 6
yA
F s
w2
w1
1
wo
O 1 2 a:>

(RR) Przyblizanie funkcji ex
Z pomocg wzoru Taylora
kolejnych n

péx-l)

la




f(x)=sin(x)




Szereg (rozwiniecie) Taylora

f OC” :[Xy, X+ h] - R Jezeli ciag funkcjir, (X)=

zbiezny jednostajnie do O na przedzialg x,+h ], to

n_f (k)
w0 =3 %)

o Kl

(X —x,)* jest zbigny jednostajnie db .

w: Jezeli funkcja ma na anym przedziale wszystkie pochodn
ograniczone,f™ X XM ,to ma w tym przedziale rozggie

aylora.




Przyktad funkcji majacej wszystkie pochodne i nie posiadajacej
rozwiniecia Taylora wokot x=0: exp(-1/x2). Pochodne nie sg ograniczone!
Wszystkie pochodne w x=0 znikaja.

20

15 f"'(x)

10 f




€? =cosz+i sirz

eiz _l_e—iz e
COSz = > Sl =




Funkcje hiperboliczne

2 4 (00]
coshx = chx= # > +2 Z

21 l 6! S (2k)!

(kwar laacuchowa
2k+1
sinhx = shx = > + X .—Z
1! l 51 S (2k +1)!

e =coshz+ sinte , e “= cosh—- sith |,
coshz = © +Ze , sinhz:e —©

cosifz— sinfz= 1

(coshz)'= sinfte , (sinh F cosh |,




cosh sinh tanh=sinh/cosh




A\ A\

Tw. 0 ekstremach

..g‘(‘/o)zo

\ MIN .S«‘l(\to) <0
\\ A Y
.Sf(XoB =0 MA—)(

$"(xo) >0
% > { __..—-———-‘

1
Xo

silne maksimum lokalne wy = 10> &US x{J, 2> f x{ 3 X(
silne minimum lokalne w, « 0> OxUS X, 3 » f X; §F X )

Tw.f'(x,)=0,f " ciaglawk, f ', ¥ 6> (silne) maksimum Przyklad:
f "& P 0> (silne) minimum f(X)=x*—x
f'(x)=2x-3x*=
D: Z tw. Taylora dla n=2 = XE—-X)
O = (%) + T (%) (X=Xg) +3 T (X)(X = X)* f "(x) =2- 6x
f'(x,) =0, z chgloscily > O0:xUK &, r )= f " ) jest f"(0)=2 (minimum)
tego samego znaku, €o x;( )adkwynika teza. f"(%$)=-2 (maksimu




Tw. f rézniczkowalnaw @ b )

f'(x)>0dlaxd @b)= f ) (silnie) rossca
f'(x)<O0dlaxD @p)= f ) (silnie) malgca

D: x,X,(a,b), x, <X,

Z tw. Lagrange'acll b )t X, 3f X Ff & }o—x, 1

Tw. f raniczkowalnaw @ b ),x,0 & b)
f'(x)>0dlax0d @x,)if 'k)< Odlax] X, b = (silne) makaum wx,

f'(x)<O0dlaxU @x,)if 'k)> Odlxll x, b » (silne) mimum wx,

41 f(x)=x°+1
ax f'(x)=6x°, %, =0

v f"(x)=30¢,f "(g)= 0
A}b‘»o §00>0 X<X%=11(x)>0 = min wXx,
X>x,= f'(x)<0

wuwn,

>,
7

X




>
@
>

Wypuktos¢ -

Funkcja r@niczkowalnaf :& b )-» R jest wypukla (wsla), jezel
OyD(a,b)xt(a,b),xzy: f(x)>(<)f(y)+ f'(y)x-y)

nad (pod) styczn
Tw. Funkcja dwukrotnie rniczkowalna w(a,b) jest wypukla w tym przedzial
jezelif "(x) >0, a wkésla jezeli f "(x) < 0.
D: Z tw. Taylora dla n=2.

Jezeli dlax < x, wypukla, a dla>x, wksla (lub na odwrot), tg, nazywam
punktem przegkcia.




Reguta de L'Hospitala

f,g - rézniczkowalne nad h )g ( # O, 1) Iinh X) = lim g(x) =0,

o e lim -0 Zp jim FO9
[ [{R b Ilrpa (%) r:>I|Xma 9(%)

D: Uzupelnimyf @ )=g @ )= 0. Wtedy z tw. Cauclegolld] (a,x):
f(x) _ f(x)-f(@) _ f (o)
g(x) 9(x)-g(a) g'(c)
i )—Im f'(C):r [

. Gdyx - a” réownig c - a*, zatem

lim | —
x-a" g(Xx) c-a" g'(c)
0
0
ImSInX fi COX -1

X-0 X X-0 1




2) lim f (x) = lim g(x) =0, [ O{R e, =eo}: lim PO opm £

x= g'(X) x== g(X)
D: @A) = 1(3), yY(X)=9G), Yy =%
jim ) = jimy L) gy A iy 2O iy FOE
e g(y) o gl) o p) o () o gG)(-3)
= lim G )—Ilm f (y)D

=00 g'() v~ g'(y)

3) I|m f(x)= I|m g(X) = oo, [ {R 0o, —oo}: lim G =r =lim m:r

Xx—a’ g (X) Xx—a’ (X)
1 1) 9'(x) 2
- fim 100~ i 9 _ iy LO0Y) _ iy 90 _ i O (X)(Iim M)
ca g(x) et 1w ) e T e (3 x-2" g(x)
f(x) (%) f ()2
= lim ¢ )—Ilm g(X):>I|m f )—|I (X)D

wat f(X) x-at f(X) x-at g(X)  x-a" g'(X)




0
1

I
olo

o
g’
1
O|I—‘| 8
1

1 1

F(x)—g(x) =3X)__T(X)

1
F(x)a(x)

6) O ©°,T

f (x)9) = I ()

X-0

1_ 1= li
x-0'{ X sinx) x-o0'

: . InXx
im R=  lim— =
) X0 1 X =

X

- —sinXx
=|lim

1

. X
I(|)+nq—1
a

Sinx — X
m_—_
X SInX

x-0" 2 COSX — X SirX

X - 0

=— linx
X 0

lim

x-0 SiMK + XCOSX

—tgx

= lim—=_ =

2 X tx

0

- cox— 1 _




Badanie funkgcji

0) Dziedzina
1) Miejsca zerowe
2) Parzystosc, nieparzystos¢, okresowosc

3) Ciagtos¢, granice w punktach nieciggtosci i na krancach przedziatow
okreslonosci

4)  Asymptoty

5) Rdzniczkowalnos¢

6) Monotonicznosc¢ i ekstrema

/) Druga pochodna, wypuktoS¢, punkty przegiecia
8) Tabela przebiegu funkgji

9) Szkic wykresu

10) Zbidr wartosci

(kolejnos¢ dowolna!)







Catkowanie



Catka nieoznaczona (funkcja pierwotna)

f:(a,b) - R, F-r&niczkowalna w (a,b). el
F'(x) = f(x) dlax @b), toF jest funkgjpierwotry funkc;jif.

Funkcja pierwotna okreslona jest z doktadnoscig do statej, tzn. jesli F(x) jest

funkcjg S)lewrotn to F(x)+C jest rowniez funkcjq pierwotna, poniewaz
(F)+C)'=F(x)=

Catkowanie: operacja odwrotna do rdzniczkowania

f(x) *, a#—-1| z7} a”® sinr | cosx jaf (X)dX — aJ' f (X)d
wa—kl aa: '
ff(@ dx ot 1 In |z| na —cosx | sSInx
[ () +g00)dx =
o T T T | = roomcs oy

cos? ¢ sin® x 1+22 | +/1—=x2

ff(x) dx tgx —ctgx arctgx | arcsinx




1 1 1 1
j—dlen\x\+C, bo ( Inx|) I:M‘X‘ ':‘— sgnk )=;

X
1

de\/_ jdxx C:Lx”x+C




Catkowanie przez czesci
Wyprowadzenie:

[ (f9)'(0ax = £ ()g() = [ (f (g0 + f (x)g'(x))dx = f (x)g(x)
= [ £00g0qdx= f()g(x) = [  ()g'(x)dx

f(x) =% g(x)=In|x
jln\x\dx :jx'ln\x\dx =xIn|x —jx(ln\x\)'dx =

_ Ly = _ _ _
= xIn|x| jxxdx xIn|x jlmx xIn|x —=x+C

_[dxxcosx:jdxx(sisnx)':xsinx—jdxsinx:x SIK+ cox+C

Sprawdzenie:(x sik+ costC) =' sikX COS RiAX  BO




Catkowanie przez podstawienie

f:(a,b) - R, g:(st)- (@b) r@&niczkowalna,F - pierwima dlaf
= Fog jestpierwotnadld g x ¢ X ), .

| £(900)g'(xdx = [ f(y)dy =F(g(x), y=9(x)
D: Z tw. o pochodnej funkcji zlmne|
[F(g)]' = F'(9()g'(9) = F(9(x))g'() 0

1

=[x H()= 0, y=960)= X 2,9 )= 3
-2 y

= '—(X)dx:—ydyylz—én\yhc:In\3x+q+C

I__'[ 3x+2 3 gX)




Prostszy zapis:_[dyf Y %jdx%f X))

iy =Y ax | luty x (=529 g
dx dx

- X dy
| = |dx L YV=AXC+ 2, = &dx= xdx=—
1 nev2 7 Y 8
= (Lo M+C:—In‘4x2+4+c
8y 8

| = [dx(1+ x?)'x, y=1+x2, dy = 2x dx

=2 [Yidy =gyl eC =300 x0) +C

F'(x) _
Tw. jdx 00 =In|f (x)[+C

_[ dx cos(x):

In|sin(x)

sin(x)




Wzory rekurencyjne

_ dx 1 X 2n—3
= [ 1,2 —__+ Iy, N2 2,1,=X
(1+ Xx°) 2n—2 (1+ x“ ) h- 2
_ - n 1 -n—1 n_l
Jn—jdxsm X, J,=—=cox sih-x+——=J , ,n= 2J,=X
n n
_ 1 . —1 n_l
Kn—jdxcoé‘x, K, == sik co§ x+——K__, n= 2, =X
n n

(uzyteczne w wielu obliczeniach)




Catkowanie funkcji wymiernych

Ulamki proste | ZBX+C
(x—a)" (x"+px+q)’
(Aln|x-a], n=1
Adx
I(x—a)n B A n>1
(1-n)(x-a)"*

Idx 2BX+C n:EIdX 22X+p n+(C_Bpjj 2 ™ n
(X" + px+Q) (X" + px+q) 2 )7 (X" +px+Qq)

2X+p ay 2 2
1. | dx =X+px+g,A=p°-49g<0
J (X*+ px+0q)" Jy” g P P

2
2.x2+px+q:( —j e %(t+1) x+——‘/ tdx |- dt

J‘ dX (_éjllz—nj d
(X*+ px+q)" 4 (1+t%)"




Rozktad funkcji wymiernej na utamki proste

La(©)

Funkcja wymierna ma postd (x) = , gdzieP 1Q s wielomianami.

Jezeli stopier P jest wyzszy lub rowny sipniowi Q, to wykonujemy dzieleni
otrzymupc P(X) =W (X)Q(x) + R(X), gdzie stopeeR jestnizszy odQ . Mam
_ R(X)

f X(=W x (+)@
WielomianW (x ) calkujemy trywialnieQ X ) ma rozklad
Q(x) =c(x-a)...x-a_J (* + px+q,) ..+ px+q, ), natomiast dl
czescl niewymiernej mamy nagiujacy rozklad na ulamki proste:
L, B;x+C,

RO _$5 A3y

QX)) ‘FiE(x-a)" =11=1 (X + P; X+ qj)l |
co calkujemy z pomacwczesniejszych wzorow.




Metoda 1: Sprowadzamy prawtrore do wgolnego mianownika i porownujemy
wspolczynniki przy tych samych pofach x, co daje uklad rowfdiniowych

naA,,B;, ,C,, .

IR

+r(Xx), gdzie mianownik X ) zawiera(a )

Metoda 2 (prostsza): x( 39

S

(x-a)
w potdze co najwye] s-1. Wtedy f X X a sza =A+r X X a sza =A.

OgélnieA = [f x)x -a ¥ [™ /G -m)!, m=1,..k

Dla przypadkuf X ¥ ZBX+C -+r X) rozkladamyx® + px+q= K-z )k-Z )

(X°+ px+q)
gdziez = -p+;/$ , a wtedy

=BzZ+C,

X=Z

FOQOC + px+q)| _=Bz+C, (X)X +px+q)

skad wyznaczamy B i C.
Metoda 3. Symboliczne manipulacje z pom&omputera
(Mathematica, MapleviatLab, Form,...)




Catkowanie funkcji niewymiernych

R(X, y) — funkcja wymierna dwoch zmiennych
(iloraz wielomiandéw dwoch zmiennych)

1. jR x,n,/aXer dx, ad # bc, t:naX+b
cx+d cx+d

2. IR(X,\/ax2 +bx+c) dx, a>0, t{{ x Ya =+ax +bx+c
podstawienia

a<0, (x£ t) /i =\/ax2 +bx +C Eulera
2a da
Jx?-a?,x=acosh , vx?+a? x=a sinh

3. jR(sinx,cos<) dx ,t:tgg , SIK=

1-t* 1
> CAs >
1+t 1+t 2

a) Ruv)=-REFuy), t= cox|
b) Rlu,v)=—-R({u,-Vv), t=sinx ;— prostsze podstawienia
c) RuyVv)=R(u,~v), t=tgx |




f:[ab] - R Catka oznaczona Riemanna
m=inf{ (¥, xt a b},

M =sup{f (x),x[a,b]}

Dzielimy [a,b] nan czsci:

A=X, <X <X, <..<X <X =D
MN={X,....X_, AX=X-X_,1=1..n

0= _rrllaxA>q — srednica podzialu
i=1,...n

m =inf{ (9 : xO %, X I}
M, =sup{f () :x0[% %]}

s=> Axm - suma dolna,
i=1

S=> AxM, - suma gérna
i=1
Z konstrukcjimp a)<s<S<M p a)




Rozwaamy normalny eg podzialow [1,, ), tj. takize limo, = 0.

S, 1S oznaczaj sune dolm i gorm dla podzialul, .

Tw.f :[a,b] - R—ograniczona= dla dowolnego normalnegaoc
(M) istniep granice lims, i lim S, oraz nie zal#a od wyboru podzailow.

n - oo

b b
lims, = j f(x)dx — calka dolna, lin§ = j f xdx— calka gorna

n- oo n— oo

Funkcja jest calkowalna w sensie Riemannaljecalka gorna rownasdolne;

b b b
_[ f (X)dx :j f(x)dx:j f (x)dx —calka oznaczona (Riemanna)

a




Tw. Funkcja agla w [a,b] jest calkowalna w sensie Riemanna
Tw. Funkcja monotoniczna va[b, ] jest calkalna w sensie Rieman

a

[(F+a)00=[ F0+[ (), [cf x)=c[ f (x)

f,g—calkowalne= iloczyrig — calkowalny

C

jf(x)+jf(x):ff(x), jf(x):—if(x), Tf x)=0

a b

f(x) < g(x), xm[a,b]:j f () sj g(x)

b

[0

a

< [If(%)




Tw.f ig -ciaglewab], f(xX)sg), X :f &, )<gk,)

= jl f (x)dx <j1 g(x)dx

Tw. f - calkowalna w sensie Riemannaavd ,x],] ald , ]

dF(x) _
o 1K)

F(X) = j f(t)dt = F - cigla, oraz

dlax, w ktorychf jestiggla.
Tw. (podstawowe twierdzenie rachunku calkowego)

f - clagla = posiada funkejpierwotry F, oraz
b

_[f(x)dx:F(b)—F(a), zapis:_tff Kox=F ((I)

b
X=a
a

b

| £ (x)ax

a

Tw. (o wartosci srednief) -aqglaw [a,b] =k, : f (X)) = " 1




Zastosowania catek

Geometria: pole figury, objetosc¢ bryty, dtugosc krzywej
Miara Jordana (fiz.) zbioru

(tu: 2-wymiarowego):

1) otaczamy zbidr ograniczony A |

prostokatem S o bokach a,b P 7N
il RN

2) dZ|eI|mK S na n? mniejszych v T \
prostokgtow jak na rysunku (polg - /;5 // 7 ///;
kazdego prostokata wynosi ab/n _ :\ //;///

3) zliczamy wszystkie prostokaty zawarte 93 £ | N4
w A i oznaczamy ich pole jako s, N / ~N—r1

4) zliczamy wszystkie prostokaty, ktore 1 1s |

zawierajq jakis punkt zbioru A i
oznaczamy ich pole jako S,

6) Jezeli s*=S*=P, to A jest mierzalny w
miara dolnas *= sup, ) ) )

sensie Jordana a P nazywamy jego

nON polem
miara gorna: S= nD'IQSn Uwaga: miara Jordana brzegu, S*-s*,

<S v < G wynosi 0 dla zbioru mlerzalnego
§ <9 =S <




Przyktady zbiorow niemierzalnych w sensie Jordana

(przejscie graniczne z liczbg
wierzchotkow przed pomiarem . o
w sensie Jordana) Inne: trojkat Sierpinskiego,

fraktale




Uwagi:

W trzech wymiarach konstrukcja miary Jordana jest analogiczna — uzywamy
prostopadtoscianow. W wiekszej liczbie wymiarow uzywamy hiperkostek.

W jednym wymiarze (do pomiaru zbioru lezacego na prostej) uzywamy
odcinkow.

Przy zmianie skali dtugoéci, L, pole zmienia sie jak L2, objetoé¢ jak L3,
hiperobjetos¢ jak L9, gdzie d jest liczbg wymiardéw przestrzeni




Pole figury ptaskiej

Tw. f :[a,b] - R ciagla i nieujemna= pole figyrutworzone;
przez krzywa y = f (X) oraz odcinki AB, AC, BD,

gdzieA= @,0),B=0.,0)C= & f 4 ))D= K { K )) wynosi
P:jaf(x)dx

(mowimy: pole obszaru pod wykmesf (x))

Dowdd wynika natychmiast z analogii konstrukcji miary Jordana i catki Riemanna

Tw. f,g:[a,b] - Rciagle,f (x)< g(X)= pole obszaru rulzy
wykresamiy=f &k ) y=g { ) wynosi

P = [ (9(x) = f (x))dx




A S0




Przyklad: pole kola

g(x) =vr*=x*, f (xX)=—Jr*-x*
P = j (9(x) = f (x))dx :2j Jr? - x2dx

X=rcost,dx=-r sirt dt

0 V4
P:—Zj\/rz—rzcoszt r sin dt = 22_[ SiAt dt =
V4 0

= 2r21(t - sint cog)|” =7
2 0

/a_fsinzt dt = a_;fﬂ cost dt = 7—27)

srechia wartog sin“t i cost w ich okresie:

atimr atimr

1 _[ sinztdt:i_[ co§tdt:—1]
T - T 2




Objetosc bryty obrotowej

n b
V, =Y mf2(x)Ax, V = nj f 2(x)dx
k=1 a
Przyklad: obgtost kuli

V:ﬂj (\/r2 — xz)zdx :27Tj‘(r2 — x2) dx =
-r 0

NY




Pole pobocznicy bryty obrotowej

P = 277f () (AX)? + (AF ()2 =3 271 (x)\/ 1+ (Af (X)j AX

AX

P= 2nf f ()y1+ (f (X)) dx

Przyklad: pole sfery

f(x)=r2=x2, f'(x):—\/%
N—X

j 2 r
PZZHI\/FZ—XZ\/1+ X d)(:27'[rjdx: e ?

r’—x?




Diugosc krzywej

Krzywa dana jest rownaniem parametrycznym
X=X(t), y=y(), ti{.t,)

L= 3O XA+ (V8 = V(&) = zJ(AXA(:)j o 2

L= [ @y + (v @)t
1)
Ay

= (A X 2
Przyklad: dlugo& okregu AL = l@x+ ay)

X(t)=cost,y €)= sint )t,= Ot,= Z
2m 2T

L= j\/sin2t+co§tdt: jdt: f14 m
0 0




Catki niewtasciwe
f:[ab) - R bOROb=c, A0(a,b)

B
Iﬁ:jf(x)dx

b
Calka prawostronnie niewlasciwfn‘ X OX)= , IOIlrp

Analogicznie definiujemy catklewostronnie niewlascigv
f:(c,a] - R, cOROc=-o, yll(c,a)

Iy:_Tf(x)dx, _Tf(x)dleyitrlly

)4 c

b a b
Calka obustronnie niewlasciw{a:f X {X)= j fx EX)+ j fx €%




rdx .1 . 1 1 1
j—g——llm—z —lim —+===
L X B 2X°|) p-=2B° 2 2
1 1 1

—dx=lim2+x| =2-1im2

'E\/; /=0 \/_y y-0 \/T/

T ax = arctgx| S
21+ x° = 2

O t—r

-

1
e G R N
I p_l_ Iclrﬂ)xpl _<1_p
o A P oo

1

Tk 1, 1]
'[Xp _1_ g_rnoxp—l =3P~
) p L e

log xdx = lim (xlogx - x)|. =
y-0 y

-1-lim(ylogy)=-1
y-0

dlap<1

dap 1

dapxE 1




Kryterium catkowe zbieznosci szeregu

Podstawowa idea:

i o0
X Py < §500X £ P,




Jeslif :[1leo )» R, ciagla, nieujemna, nier@sa, to

> f @) zbigny - j f (x)dx zbiena
n=1 1

n+1

Dowod: Oznaczmwn:_[ f Xadx ,wtedn < f n(9a,_ oraz (patysunek)

a < f(1)
ata<fQ+f(2)<sfD+aq

ata,+.+tas<fQ+f2)+.+f)<f (Apa+ ..+a_,, czyl
n+1

[ f(x)dxszn:f(k)s f(1)+JQ f (x)dx < f(1)+]° f (x)dx

1
1) Jezeli istnieje calka, to @g sum czsciowych jest ograniczony, ponadto jesi

rosmcy, bof k)= 0, a zatem szereg jest Zg

2) W granicyn - o mam;ff X c)xst K ), zatem jesli calka jesthiezna,
il k=1

to szereg tejest rozbieny []




Whiosek: mamy gorne i dolne ograniczenia

]of(x)dxsif(k)s f(1)+°j°f(x)dx

Dla sumowania o®# =m mamy

Tf(x)dxsi f (k) < f(m)+°j° f (x)dx

m k=m m

Przyklad:
y nz;‘n In® n

o IntP2

utP

J; In® x -[u'c’zl—pm:< P-4

>1
(U=

mad sam wlasnos zbieznosci

In Xx)




Stata Eulera-Mascheroniego

y=Ilim [Zn:% —j%] =|im (Zn:% —log nj =0.577215..
1

Nie wiadomo, czy jest liczbg wymierng czy niewymierng!
Wystepuje w wielu catkach i szeregach, np.

—jdx e “logx=y
0




Granica pod catkq

Tw. f_calkowalne nag b |, {, ) zbimy jednstajnie dd .
b b b
Witedy lim j f(x)dx = j lim f_(x)= j f (x) i zbieznog: jest

jednostajna [mzna zmient kolejnog granicy i calkowania]

Whniosek: Poniewaszereg jest granicciagu sum czciowych,

to jezeli s(x) = Z f (X) | zbieznog jest jednostajna, to
n=1

b o Db
j dxs(x) =Y. j dxf_(x) i zbieznos jest jednostajna

n=1 a

[mozna calkowa wyraz po wyrazie]




Z(—l)“tn = 1—}% zb. jednostajnie w kole ztiieosci\ t< 1

00 y y
Z(—l)”jdt t" :jdt 1—J1rt zb. jednostajnie dlgy| <t < 1
= 0

n,,n+1
Z( DY =In(1+y) zb. jednostajnie dlgy|< 1
n=0 n+1
oYy oyt ye
In 1+ — — + = + - .
A+y)=y St a3 Tt E

Waruné jednostajnej zbisnosci jest koniecznyKontrprzyklad
f (X) =nxexpEnx*), f &)= limf (x)=10

1

jdxfn(x) = —%exp(—nxﬂ :% (1- exp€n ))

0

n— oo

lim jdxfn(x) :%;c Jl'dxf(x) -0




Rozniczkowanie po parametrze
Tw. f (x,p) ciagla dla zmiennejd a[b, ] oraz dmrametriod [ s ],

ponadto ma agla pochoda g_f przy ustalonynx . Oznaczmy
P

I(p):fdxf(x, 0). Wiedy 3'®) =_de ot (x.p)

dp ap
y _a by
Przyklad:l ()= [ dx e = 1-¢ |
: p Bardzo uliyteczna
_ sztuczka!
y py —
di (p) =[x (-x)e™ =2 A+ py)—-1
dp 9 P
[mozna kontynuowé rozniczkowanie]
Uogolnienie:
d b(p) b(p) of (X, p)

+b'(p)f b(p).p)-a'(p)f @(p).p).

d—j f(x, p)dx = j dx

a(p) a(p)




Catkowanie funkcji oscylujacych

f (X) —monotoniczna nag[c ), lim X F 0=

= [ f(X)sin(x + g)dx - zbieina

jsmxdx:—1 —\/EF(—BJ
2 2 4

jsin(x2 )dx :j cosk® JIx :%\/g — calki Fresnel




