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Przestrzen metryczna

P X xX —>[0,00) -parze punktow liczbe nieujemna
Metryka: VXY € X :

(@) p(X,y)=0=x=Yy

(b) p(X,y)=p(Y,X)

(©) p(x,2) < p(X,y)+p(y,z) (warunek trojkata)

Przestrzen metryczna: para (X, p)
Przestrzen R", n - wymiar, X = (X,X,,...,X,), X, — Wspoirzedna

Metryka euklidesowa: pomiar linijka .
Pe(X,y) = \/Z(Xk - yk)2
k=1

Inne przyktady (miejska, {
wiejska (le$na), ; N IR
wezta kolejowego, j;’ - | 1
max, dyskretna, i
z funkcja rosnaca)




Przyktady dla R?

Metryka miejska: py((X1,¥1),(X5,Y5)) = | X=X+ | ;-5
(a,b) oczywiste
(c)wynikaz |a+b| < |a[+]b]

|X1_Z1| < |X1—y1|+|y1—21|
|X2_Zz| < |X2_y2|+|Y2_Zz|
(X.V) Odlax=y
Metryk kretna: »Y) =
etryka dyskretna: ~ Pp(X, Y I dlax =y

(a,b) oczywiste (¢) - przypadki

Metryka maximum: p . ((X;,¥;) ),(X,,¥,)) = max (| X;-X,,| y1-Y,|)




Nierownos¢ Schwarza: n 2 n n
liczby rzeczywiste Zakbkj S( akj(zbk)

(erfgn

D: Rozwazenie trojmianu w zmiennej t w rozwinigciu lewej strony nierOwnosci

liczby zespolone Z a, by

n
Z(akt +b,)> >0 daje natychmiast dowod dla przypadku rzeczywistego.

Dla przypadku zespolonego mamy

SRR

Z nier(’)wnosm Schwarza dla liczb rzeczywistych wynika nierdwnos¢

\/Z(ak +b)’ < \/Zakz +\/Zbk2

k=1 k=1 k=1

(D: podniesienie obu stron do kwadratu 1 uproszczenie). Stad wynika warunek
trojkata dla metryki euklidesowej - wystarczy przyjac a,=x,-y,, b,=Z,-y,.




Metryka produktowa: (X,p,), (Y,p,) — przestrzenie metryczne. Mozemy

wprowadzi¢ metryki
Pe((X, Y, (%5, ¥2)) =y P2 (% X0) + P22 (Y1, Y)

pM ((Xla yl)a(xza y2)) — pl,M (Xla X2) +/02,M (yla y2)
Prmax (Xi5 Y1) (X5, ¥5)) = Max(0) o (X1, %) + 05 0 (V15 Y5))

Metryka indukowana — metryka na niepustym podzbiorze A zbioru X
Metryka w zbiorze liczb zespolonych C: p (z,,z,) = |z,-Z,|

Kule (otoczenia) domknigte 1 otwarte:

K(X,,F)={xe X : p(X,,X)<r}
K(X,, ) ={xe X:p(X,,X)<Tr}







Kule w metryce indukowanej: K A(X,,T) = R( X, M) M A

Metryka p, jest silniejsza niz p, jesh

VXe X Ve>030>0:K,(X,0)c K,(X,¢)
(dla dowolnego x 1 dla dowolnie matego € mozna dobrac takie o, ze kula w
metryce silniejszej o promieniu o zawiera si¢ kuli w metryce stabszej o
promieniu €)

Metryki p4 1 p, sa rOwnowazne jesli p, jest silniejsza niz p, 1 jednoczesnie
p, jest silniejsza niz p,y

Przyktad metryk rownowaznych: euklidesowa, miejska, maksimum

Wiejska jest silniejsza od euklidesowej, wiejska nie jest silniejsza od
kolejowej, a kolejowa nie jest silniejsza od wiejskiej!
Metryka dyskretna jest najsilniejsza 1 nie jest rownowazna z euklidesowa

Metryki p4 1 p, sa jednostajnie rtOwnowazne jesli

da, >0 VX, ye X :ap (X, y) < p,(X,Y) < fpi(X,Y)




Ciag

Definicja ciagu: funkcja a : N—> A
Notacja: a,,a,,d;,... (&), (@,)

clag n-wyrazowy, ciag liczbowy

Ciag arytmetyczny: a,, a,+r1, a,+2r, a,+3r, ..., a,H(k-1)r

Ciag geometryczny: a, aq, aq®, aq>, .... , ag«’!

Ciag Fibonacciego: 1,1,2,3,5,8,13,21,34, ... a=a ,ta_ dlan>2
(rekurencja)




Zbieznosc ciggu

Ciag (x,) jest zbiezny do granicy x jesli dla kazdego (dowolnie matego) € >0
istnieje n, (w ogdlnosci zalezne od ¢€) takie, ze dla kazdego n > n,zachodzi, ze
x, nalezy do K(x, €) (,,prawie wszystkie” wyrazy ciaggu naleza do dowolnie mate;j

kuli o srodku w x)

limX, =X < Ve>03dn,vn>n,: X, € K(x,¢)

n—o

limX =X < Ve>03an,vn>n,: p(X,,X)<é&

N—o0

inna notacja: X, —> X

N—o0 - b

Przyktad: f’n\m H'-. \

X, =1/n g’/ ”'d_\\ 1'1 H'II ‘ll

(metryka euklidesowa)

I o I.I'I




Przyktad ciggu w R?
z metrykg maksimum
zbieznego do (0,0)

Prawie wszystkie

(z wyjatkiem skonczonej
liczby) wyrazy ciggu
znajdujq sie w dowolnie
matej kuli o Srodku w
punkcie bedgcym granicq
ciggu

0 0.5

Przyktad ciggu rozbieznego: cos(4n)

Inny cigg rozbiezny: a,=(-1)"






Ciag, ktory nie ma granicy nazywamy rozbieznym

Ciag, dla ktorego x,=x dla n > n,, nazywamy ciagiem stalym.
Jego granica jest x.

Ciag jest ograniczony jesli X e X Ir>0Vn: X e R(X, r)
(wszystkie wyrazy ciagu naleza do pewnej, dowolnie duze;j, kuli)
Przyktady: 1/n, (-1)", kontrprzyktady: n, (-1)"n?

Tw. Ciag zbiezny ma dokladnie jedng granice

D (przez sprzecznosc):

Zatozmy, ze ciag ma dwie rozne granice X, i x,. Wezmy & = p(X,X,)/3
(wolno nam!) Wtedy z nierdwnosci trojkata oraz z faktu, ze dla n>n;, element
X, musi jednoczesnie naleze¢ do otoczenia punktu x; 1 X, dostajemy
sprzecznosc:

2
p(xlaxz) < p(Xn,X1)+p(Xn,X2) <2¢= EP(XDXZ)




Tw. Ciag zbiezny jest ograniczony

D: Jesli x jest granica (x,), to istnieje n, takie, ze dla n > n, zachodzi

p(x, ,X)<l. Wezmy r = max(1, p(x{,X), p(X9,X), ..., p(Xno,X)). Z konstrukcji
vn: X, e K(X,r) , wiec ciag jest ograniczony.

Przyktad: 1/n?
Przeciwstawnie: cigg nieograniczony nie moze by¢ zbiezny

Tw. Ciag zbiezny w metryce silniejszej jest zbiezny w metryce slabszej.
Jesli metryki sa rOwnowazne, to ciag jest zbiezny w obu metrykach, albo
rozbiezny w obu metrykach.

D: Korzystamy z faktu, ze otoczenia metryki silniejszej zawierajq si¢ w
otoczeniach metryki stabsze;.

Tw. Ciag (x,) jest zbiezny do x wtedy i tylko wtedy, gdy ciag liczb p(x,,X)
jest zbiezny do 0.
D: Wynika bezposrednio z definicji kuli.




Podciag: majac dany ciag (x,,) oraz rosnacy ciag liczb naturalnych (p,),
tzn. p;< p,< p3< ... definiujemy ciag (y,) taki, ze Y, =X,

Przykiad: (x,) =(1,-1,1,-1,1,-1,1,....), (p,)=(1.,3,5,7....), (y,) =(1,1,1,1,...)
Granicg podciagu (y,) nazywamy granicg cz¢sciowg ciagu (X))

Tw. Ciag jest zbiezny do x wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego podciag
jest zbiezny do x

[u e}
ol o

co drugi wyraz,
(Pn)=(1,3,5,7,...)

Wszystkie

podciagi
zbiezne do x=0 -;> o

co trzeci wyraz,
- (Pn)=(1,4,7,10,...)

\
et il e i e




Tw. O granicy sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu

limx, =X, limy, =Yy
N—a0

lim(X, +Y,) = X+, lim(X, - Y,)=X-y

lim(ax +by. ) =ax+hy

n—o

Dowod tw. 1:

Ve>04dn Vn>n1:—§<x—xn<§

Ve >0 3n, Vn>n2:—§< y—yn<§

Dodajac stronami otrzymujemy

Ve >03dn, =max(n,n,) Vn<n,:—e<(X+y)—(X,+Vy,)<¢




Tw. O zachowaniu relacji < w granicy:

dn,vn>n,:x, <y, = limXx, _hmy

nN—o0

D (przez sprzecznos€): Oznaczmy z,=y-X,, z=lim z, oraz z=y-x. Zatdzmy
wbrew tezie, ze z<0 1 wezmy e=-z/2. Z def. granicy dla x 1 y wiemy, ze dla

dalekich n zachodzi [x-x| <& 1]y,-y| <&, a wige

Zy=2= [(Yy = X) = (Y =X)| = [(Y, = ¥)+ (X =X)|
|yn_y|+|xn_x| <2lg=-
=27, <0=X, >V,

co przeczy zalozeniu.

(Uwaga: Analogiczne tw. nie zachodzi dla nier6wnosci ostrej: 1/n <2/n, a
obydwa ciagi maja t¢ sama granice rowna 0)




Tw. O trzech ciagach (inaczej ,,O dwoch policjantach 1 aresztancie™)

dk: n2k=x,<y, <z, limx =limz =a

n—o nN—oo
= limy, =a
N—o0
D: Z definicji granicy dla n>n, mamy |x -a|<e oraz |z, -a|<e¢ . W szczegolnosci
dla n>n,=max(k,ny) zachodzi a-e<x, <y, <z <a+e¢ ,cooznaczaz
definicji ze (y,,) ma granicg a.

Cigg monotoniczny to ciag niemalejgcy lub nierosnacy, tj.

a_ =za lub a  <a

n+1 n+1

Tw. Cigg monotoniczny w R jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ograniczony

Przykiad: x,, = 1-1/n jest rosnacy 1 ograniczony, wigc jest zbiezny, natomiast
ciag X, = 2n jest rosnacy 1 nieograniczony, a wigc jest rozbiezny

Dla ciggu niemalejacego (nierosngcego) granica jest sup{a, } (inf{a})




Ciagi rozbiezne do nieskonczonosci

Ciag jest rozbiezny do plus nieskonczonosci, gdy

vM >03an,Vn>n,:x >M Przyktady: n, n?
a do minus nieskonczonosci, gdy
VM >03dn,Vn>n,: X, <-M -n, -n!

co piszemy lim X, =o lub lim X, = —o0

n—o n—o

limx, = x, limy, =y signum - znak
X=wlubXx=-0 = limL:O ldlaz>0
noo X sgn(z) =
| | —1dlaz<0
X=0,X,20 = lim—=o00lub lim—=-o0
n—oo Y n—oo Y

n n

aeR—-{0},x=0 = lim(ax,)=sgn(a)wo

X,aeR,y=00 = lim(y, +ax )=
n—oo

XeR-{0},y=00 = lim(Yy,X,)=sgn(x)owo




Inny zapis powyzszych twierdzen:

n— oo
w+C=0w, CeR nN+2—> o
o0 - C = sgn(C)oo 3n — o0, —2n—> —o0
00 4 00 = Q0 N+3n—>
C 1
—=0 ——0
o0 n
a 2
— =10, acR-{0} — —> 0
0 1
n
oo 0 .
ale: o0-00,00-0,—,— sanieoznaczone
o 0
(N+2)-n—2, n>—~n—ow, N°—n’ >0

n21—>oo, nl—>1, n%—>0
n n n




Granice szczegolnych ciggow

ciag granica warunek Granica ilorazu wielomianow:

K () — A Nk
Lia 0 2> 0 P™(n)=an" +...+a,
n Q"(n)=bn' +...+b,
2. a" 0 0<ax<l 2
i —k dla k=1
3. \/5 1 a>0 p(k)(n) b
lim — =
4.%n 1 = QM(n) |0 dla k <1
" a, b dla k > |
;0 0 a>lLbeR sgn(an o dia
a limx *=x% x>0
an Nn—o0
6? O a>0 limaxn:ax, a>0
N—o0
!
72_ X limy, ™ =y", y>0

Tw. a, >0, b, —ograniczony = a b — 0




1
Wezmy n, > (lja . Wtedy natychmiast a <&
&

Wezmy n, > log, &- Wtedy natychmiast 3" < &

Dlaa>1 mamyQ/azl. Wezmy b, =/a -1, wiec a=(1+b)".

Z nieréwn. Bernoulliego a >1+nb_, zatem 0 <b_ < a—l
n

Z tw. o trzech ciagach b, — 0, czyli Ya—>1.

Dla a € (0,1) mamy 1 >1, a wigc Ya = Ll — 1,czyli tw. dla dowolnego a>0
a

nl—

Podobnie, korzystajac z a

n
b, =Q/ﬁ_1, n=(+Db, )" inieréwn. (1+b )" 21+(2jbﬁ,

n(n-1) b, \/_

mamy n > 1+ zatem 0<b <—
y 2 n? \/_

Z tw. o trzech ciagach b, = 0, czyli Un > 1.




a =2 +3"
3=03" <" 43" <3 43" = 92.3" =342

42 = 1, wige z tw. o trzech ciaggach a, — 3.

Przykiady

2 1
3 1+ —=+—
p =D F2nFl__ 0’ ' 2'24s"  2"n?/5"41 0+1
" on’ =1 1 lim — =lim - = =1
2-3 oo ]+ 5 e 1/5"+1 0+1
: 2 1
hm(1+—2+—3j 1im1+1im%+1imi3 i
limp =2 N N J_noe noep” nowp’
" lim(Z - %j lim2 - lim% 2
n—oo n nN—>o0 nN—oo
JYNnsinn! N . .
Cn:\f 1 ,xn:[1—>0, y,sinn! - ograniczony =c, -0
n-+ n-+

. THI_n:(\/n2+n—n)(\/n2+n+n)_ n+n-n® i 11

— _ N _
(\/n2+n+n) JnP+n+n ~1+1/n+1 1+1 2




Hierarchia rozbieznosci do nieskonczonosci

n A

szybciej

czesto

spotykane
,a>0 wolniej

log(logn)  przypadki




Tw. Stolza (X.)i(y.) takie, 7

a) yn+1 > yn

b) limy, =0 = Jim 20 = ljm 20—
N—00 N—o0 yn N—00 yn+1 — yn

n+1

n+1

. L — X,
c) istnieje granica lim
" Yo~ Y )

Przyktad:

1P 42+ +n"
n - np+1 )

peN

— 1P P P — n Pl
X, =1"+2"+...+n", y, =n

Xn+1_Xn :(n+1)p
+1
Your = Yo = (N+ 1P —nP :np+l+(p1 jnp+"'+l_np+l =(p+DHn° +...+1

Xo — X, 1 1

- — lima =——

n+l

lim

n—>ooyn+1_yn_p_|_1 n—o0o p_|_1




_ John Napier (1550-1617)
Liczba e Leonhard Euler (1707-1783)

lim(l +lj =e=2.71828182...

N—o0 n

n n+1
an=(1+lj, bn=(1+lj
n n
n+1 n+1
(H—1 ) (H—1 j
a . n+1 ( lj n+1

(a,) jest rosnacy, bo =

~ )
n
(T a) (PR U
n)\ (n+1) n (n+1)

n+1
Z nier. Bernoulliego| 1 - : | >1- : , zatem Gnt (1 + lj(l —L] =1
(n+1) n+1 a, n n+1




Ciag (b,) jest malejacy, bo

1 n+1
1+— n+
b, (+nj N+l R A PP 1
= — = 1+ — >—| 1+ =1+ 2>1
b.., (1 1 j n+2 n(n+2) n+2 n(n+2) n(n+2)
+7
n+1
Poniewaz a,<b, i by=4, ciag (a,) jest rosnacy i graniczony. Z tw. o ciqgu
monotonicznym (a,,) jest zbiezny, lim a,=e, 2 < e < 4. Rowniez lim b,=e,

poniewaz b,= a,(1+1/n).

n a, b,
Kolejne, coraz
. : 1 2 4
lepsze ograniczenia
od dotu i od gory 2 2.25 3.75
na liczbg e: 5 2.48... 2.98...
10 2.59... 2.85...

1000 2.716... 2.719...




N—o0

| Interpretacja ,,bankowa” — procent sktadany |

Oto jak mozna interpretowac liczbe e. Pewien bank daje za roczny depozyt 100% zy-
sku. Odsetki moga by¢ doliczane do kwoty podstawowej w rézny sposéb. Na przy-
klad odsetki mogq by¢ doliczone na koniec roku. Wéwezas inwestujac 1zt , na koniec
roku bedziemy mieé¢ 2 zt. Jesli odsetki doliczane sg co pot roku (ingczej mowiac 53
dwa okresy kapitalizacji), to na koniec roku bedziemy mieé¢ (1 + %) = 2,25 [Z1]. le-

sliby kapitalizacja odbywala sie co kwartal, wowczas na koniec roku mieliby$my

4 12
(1 + 1) ~ 2,44 [z1]. Jesliby odbywata sie co miesigc — mielibysmy (1 + 1%) ~ 2,61

4
365
[zt], codziennie - (1 + ?166) ~ 2,71 [zt]. Gdyby za$ kapitalizacja odbywata sig
W sposob ciggly (czyli liczba okresow kapitalizacji dgzytaby do nieskonczonosci),
wowczas na koniec roku mieliby$my

im (1 + l)”: e [z1].

n— o n

nx X n )
1im(1+lj =e’, lim(1+—j =€

n nN—o0



Ciggi ograniczone

Tw. Bolzano-Weierstrassa: Cigg ograniczony o wyrazach w R posiada

podciag zbiezny
1 o_5 0 o_5 1
o_5 n_g& o7 L n_9 1
zoom
o7 -III'?E- ;'?4. III.'?E'EI'?.EG .IIIEG
wiecej punktow
AT BT IR YT SO R e el AR
o7 n_ve o.7% .76 o_7& n_s

Przyktad: a,=cos(4n)




D: (konstrukcja poprzez kolejne podziaty przedziatu [a,b])

(X,)—ograniczony = X, €[a,b]

Jeden z przedziatow [a,(a+Db)/2],[(a+Db)/2,b]

zawilera nieskonczenie wiele elementow, itd.

Konstruujemy indukcyjnie przedzialy P, =[a,,b, ]:

1. b —a =2"(-a)

2. 8, <a., <b. <b

3. P, zawiera nieskonczenie wiele elementow (X )

Wowczas mozna zdefiniowac rosnacy ciag ny oraz y, =X, 13, <Y, <b,.
Poniewaz (a, ) jest rosnacy 1 ograniczony, (3, ) jest zbiezny do granicy g.
Nastepnie lim, b, =1lim,__(a, +2(b—-a))=g.

Z Tw. o trzech ciaggach rOwniez lim, _, y, =0 ..

Tw. Ciag ograniczony o wyrazach w R™ ma podciag zbiezny
Tw. Zbior granic czesciowych ciagu ograniczonego zawiera

element najwiekszy i najmniejszy (granice dolna i gorna)




granica gorna: lim sup X,
N—o0

granica dolna: lim inf X_ sq rowne granicy ciagu

n—o

Dla ciggu zbieznego granice dolna i gorna

Tw. (X,),(Y,)—ograniczone ciagi w R.
Oznaczmy X, = inf{X_,X ., X ...}, Xn =Sup{X_,X .., X .,,...}. Wtedy

a) llminf X, =lim X

_na
N—o0 n—

limsup X, = lim X

N—>00 Nn—oo

b) gdy X, <y, to liminf X, <liminfy,, limsup X, <limsupy,

N—o0 N—»00 N—s00 N—s00

1 n
Przyktad: Xp = (-1

limsup X, = hm 0 Xy = hm(L + 1] =1

n—oo k= | 2

Nn—oo

liminf X = hm 0 Xy = hm( 1 1] =—1

2k +1




Jeszcze o liczbie e

X, >0,y =0,y #0=

1

a) [1+1]n—>e, b) Ll—lj n—>e, c) (1+y,)n —>e

X X

n n

D: a) p, =[X,] - najwieksza liczba € Z nie wigksza od X,. Wtedy

| Py | Xp | Py +1
(1+ ) S[Hj S(H)
pn +1 XI‘I pn

Z definicji e 1 tw. o granicach cz¢sciowych ciggu zbieznego

dwa skrajne ciagi daza do e, wigc z tw. o trzech ciggach wynika a).

- X X Xp—1
Dby [1-| =% | =1+t v | e
X, X, —1 X, —1 X, —1

S

D: ¢) bierzemy Yy, =

n




y,—>0, y.#0, a, —>a

1

Wtedy (1+ yn);;_: = [(1+ yn)y_n} n — e°

3n-1

| W

3n-1 2n+1 |94
1 1
np. | 1+ =1+ — €
2n+1 2n+1




Szereqgi

Paradoks Zenona z Elei (ok. 500 p.n.e.) — Achilles nigdy nie dogoni z6twia
Achilles porusza sig z predkoScia vy, a zolw z predkoscia v, = qvy <vy.
Poczatkowa odlegltos¢ wynosi a. Jesli Achilles przebiegnie droge dtugosci a, to
z0tw przejdzie w tym czasie droge¢ qa. Po pokonaniu przez Achillesa drogi ga
z6tw pokona droge q?a, ktora znowu pozostaje do pokonania Achillesowi, w
kolejnym kroku q>a, itd. A zatem Achilles nigdy nie dogoni zotwia!

Achilles a qa q%a

26'W o - H am

n

1-9

S, =a+aq+aq’+..+aq""' =a 1
—q

(D. przez indukcje)

: 1 :
S=limS, =a——, poniewaz |([|<1 (suma szeregu geometrycznego)

n—oo 1—

S a a

- czas, po jakim A. dogoni Z.

vi (1-q)V, V-V,





Interpretacja geometryczna szeregu geometrycznego

N
i ’—r i |
. 4L L |

bn
]

I

.......

o LY
1 i 1 :
_I .~ S B Y ; T el il
] | | ; : ; .! ! i |
R g S (N . W SN S I : | i
1 | | H b P i i ] |
o | oL I ;
; . - = !, | f 1 1 T
- L ‘ I L | H

Nieindukcyjne wyprowadzenie wzoru na sume szeregu geometrycznego:

S(P=1+q +°+ +...=1+q+q+q° +..)=1+95S(q)
(co ma sens, gdy szereg jest zbiezny, tu: | |< 1)

1




Definicja szeregu:

(a,),a eR",C" wyjsciowy ciag liczbowy
S, =4, o
S,—a +a,=S,+a, sumy czesciowe szeregu
S; =@ +a, +a; =95, +4, ciag sum czesciowych = szereg
S,=a,+..+a, =S, +a,

granica ciggu sum czesciowych
- suma szeregu (tez: szereq)

_ Jjesli istnieje — szereg zbiezny
czasem wygodniej zacza¢ od n =m e Z: Z a,

N—o0

S=1imS, =a +a,+..= ) a,=).a,
n=1

nT\Im N+m
. Dygresja - przenumerowanie sumy: Zak = Z a_., l=k+m
— 1 bO k=1 I=m+1

nzz:‘n(nﬂ)

1 1 1 ( lj (1 lj (1 1]
S, = + ...+ =l l—=|+|=—=|+|=——— |+
1-2 2-3 n(n+1) 2 2 3 3 4




Tw: Warunkiem koniecznym zbieznosci szeregu jest zbieznoS¢ wyrazéw do zera:

Zan zbiezny = lima, =0 Nie jest to warunek dostateczny

nN—oo

D: }gg a, = }]i_r)l;(sn - Sn—l) =5-5=0 (geometryczny zbiezny dla |q|<1,
rozbiezny dla |q| >1)

Szereg S =1
harmoniczny: s _sg 1 podcigg ciagu sum czesciowych
i1—1+1+1+ T2
n 2 3 1 1 1 1 1 1
n=1 S, =5, +=+—>5,+2-—=5, +—+—=1+2-—
3 4 4 2 2 2
88:S4+l+l+l+l>S4+4-l:1+3-l
5 6 7 8 8 2
816:88+l+1+1+1+1+1+1+1>1+4-l
9 10 11 12 13 14 15 16 2

1 1

S % w Szn — Szn—l +

g T Y )




Tw. Suma i roznica szeregéw, mnozenie przez liczbe:

Y (a,+b)=>a +> b, > (a,-b)=>a ->D b, dca =ca,

Tw. Dwa szeregi rozne skonczong liczbg wyrazow sg albo jednoczesnie zbiezne,
albo jednoczesnie rozbiezne.

Tw. Kryterium porownawcze:
n,vVn>n,: |z, |<a, = (Zan - zbiezny :>Z Z, - zbieZny)

A (Z Z, - rozbiezny = Zan - rozbieZny)

Tw. (*) Kryterium ilorazowe: (a,) i (b,) — ciagi liczb rzeczywistych, b,>0,
oraz Jlim — =c. Wdwczas

N—o0
" a) an- zbiezny :>Z a_- zbiezny
b)c =0, an - rozbiezny :>Z a,_- rozbiezny

Szereg Z Z, nazywamy bezwzglednie zbieznym, jedli Z| Z, | jest zbiezny
W przeciwnym razie mowimy o zbieznosci warunkowej.
Tw. Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny.




Przyktady

C 1 - 1 1 1 1
E = =1, < , N=>2 | mam E—:—
- > (n=Dn [ P 6]

n=1 N
S,=1+ L+L + L+ +L + £1+£+i+ =
2 28. a 4a 7 a a
=1+27 4220 4 = 11_ =M

1-27°

S,.- ograniczony = S, - ograniczony A S - rosnacy = S, - zbiezny

P(n),Q(n) - wielomiany stopnia k 1 m =

Z P(n) zbiezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy m>k+1

Q(n)




Kryterium d’Alamberta

a) Zan jest zbiezny, jezeli lim sup At
o | A
b) Zan jest rozbiezny, jezeli dn,vn >n, : [ >1
an
, .. .. T |- N : Ay
C) Zan jest zbiezny lub rozbiezny, jezeli lim inf |/ <1 < lim sup|—+
N—=0 an n—o n

o0 | | n n
SN sbieiny,bo Zn = (NFDIN :( i ) 1y
='n a.  (n+1)"'n! (n+1 (1+1) e

— 1 1 1 1 1 1 1 1
b =t+i+b b+ b+ bbb+

3!’]

n+1

n+1 n+l

= lim =oo - brak rozstrzygnigcia

N—o0 2

=1lim(2)" =0, limsup

Nn—oo

liminf

N—o0

n n

Nn—oo

podobnie dla Z%, Z%




Kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego

Niech A =limsup{/|a_| Za =Ll+l+l+d+L+L+ L4
a) A<1= ) a, -zbiezny limy/a, 1<1:>Z:a - zbiezny

N—o0

b) A>1= Zan - rozbiezny
c) A=1=> Za - zbiezny lub rozbiezny

Kryterium Cauchy’ego jest silniejsze od kryterium d’Alamberta, ale trudniej je
stosowac. Oba Kryteria nie sg zbyt subtelne w przypadku rozb|eznOSC|
gdyz rozbieznosC wynika z faktu, ze lima_ = 0.

Kryterium Leibniza

Szereg naprzemienny (znakozmienny):
Y (-D)'a,=a,-a,+a,-a,+..., ,>0

Krytertum Leibniza: jezeli (a,) jest nierosnacyia, — 0, to Z:(—l)"an jest zbiezny.

n+l 1
n

1 1 1 —
—3+§—Z+...—ln2

Szereg anharmoniczny: Z( 1)




Inne kryteria zbieznosci szeregow

Kryterium zaggszczajace:
a,>0nra, >0Aa,>a,, =(D a -zb.<> 2"a, —zb)

n+1

e 2n 0 1

—zb. dlaa>1, bo — = —zb.dlaa>1
nZ:;n logn) nzz:2” (logZ“) nzzlna(logz)
Kryterium Abela:

Z a, —zb. A (b,) — ograniczony i monotoniczny = Z a,b, —zb.

a = (- 1)““1, b, —(1+ j Zab =1.32...

n
Kryterium Dirichleta:

m
szz a, —ograniczony A (b, ) —ograniczony i monotoniczny Ab, — 0=

n=1
= Z a b, —zbiezny
cos((k —1)x) —cos((k +1)x) N

1 X
2smn?

sinkx =

_ cos(4 X) —cos((m+3)X) < 1

l .
= Z—smnx< 00
n

2sin % |sin¥|




Kryterium Raabego:
a,>0

a)EIr>OVn>n0:n(

n+1

a

n

n+1

—IJZr:Zan—zb.
a
b)n( : —1j<1:>2an—rozb.



Szereg potegowy > .c2", ¢, eC,zeC
Tw. Abela: 38 € C:) ¢,B" - zbiezny =
= > c,z" jest bezwzglednie zbiezny dla |z |<| S|,
A={z:) c,z" zbiezny}, r=sup{|z|:ze A}

promien zbieznosci
szeregu potegowego

Tw. Jezeli ZCHZ” ma promien zb. I, to jest bezwzglednie zbiezny

w kole |z|<r 1rozbiezny dla |z |>r. Nakole |zZ|=r tw. nie rozstrzyga.

Tw. Cauchy'ego-Hadamarda: Jezeli A = limsup{/|C, |, to

N—o0

-

1
— dla 2 € (0,00
P € (0,%)

0 dlad=w
o dlad=0




Rozwiniecie liczby e w szereg
t :(1+1)n, S, = v L
n —k!

t —e, (S,)—monotoniczny i1 ograniczony, wigc zbiezny

n n —
t,=> ik:1+1+i(1—lj+i(1—lj(1—gj+...+i(1—lj...(l—n—lj
—\k)n 2! n)/ 3! n n n! n n

t, <s,=>e<lims, (*)

n—oo

DlamSnmamythl+1+i l—l +i 1_1 1_% +.__+i l—l l—m_l
2! n/ 3l n n m! n n

e=limtnS1+1+i+i+m+L:Sm
e<lims, (*%)
. . * 1
(*)(**) = lims, =e, czylie= ) —
n—o0 k=0k!

o k

X
Ponadto e* = Z—
k=0

= k!




Zmiana kolejnosci sumowania

Tw. W szeregu bezwzglednie zbieznym dowolna zmiana kolejnosci sumowania nie
zmienia granicy, np.

1 1 1 1 1 1 1 — 1 1 1 1 1 1 1
l+5+5+tgt ettt te-=g+tl+s+s+5+c+mtop+-

&4 V4

odpowiednio zmieniajac kolejnosc sumowania mozna otrzymac dowo

Tw. Riemanna: Dla szeregu warunkowo (czyli nie bezwzglednie) zbieznelgo
nq
skonczong granice lub szereg rozbiezny.

I=4+d—dtd=dd—f+.. =log2
1

1 1 1 1 1 1 1 —
l+3—F—3+s+3—3c—% +...=2log2 ——




Iloczyn Cauchy’ego szeregow

(Zak ](sz j Zc 2", ¢, = ab,,
Dla z =1 dostajemy z definicji iloczyn Cauchy'ego szeregow.
Tw. Z| a, | A an —zbiezne :>Z C, —zbiezny

lima =aAlimb =b=1limc =c=ab Warunek bezwzglednej zbieznosci
n—>o0 n—>o0 n—>o0 przynajmniej jednego szeregu
jest tu istotny. Iloczyn dwoc
szeregow zbieznych warunkowo
y" " moze byc¢ rozbiezny.




Iloczyny nieskonczone

a,)—ciag liczbowy, p, =a,a,a,...a,

n=1

(1 - (_r? j = lim(1+ (1 -H(1+1)...(1-FH) =lim 343 £3..(1-FH) =
n=1

w. Zan —bezwzglednie zbiezny = H (1 + an) - zblezny

w.a >-1, a >0va <0=> (Zan —zbiezny < H(l +a,)- ZbieZnyj




Ciggi i szeregi funkcyjne

f: X>C, f:X->C
Zb. jednostajna (n, nie zalezy od X):
f(X)=lim f (X) ©Ve>03n,eNVn>nVxe X:|f(X)-f(X)<e

Zb. punktowa (n, moze zaleze¢ od X):

f(X)=lm f (X) © Vxe XVe>0dn,eNVn>n,: | f (X)-F(X) < ¢

Szereg funkcyjny jest zbiezny jednostajnie (punktowo) jezeli ciag S,

jest zbiezny jednostajnie (punktowo)

5,00 = Y. £,00. S0 =lmS,(x) o.o]

0. L

Zbieznoé¢ niejednostajna C—) —

o

=2

(n=12,...,10,20,30,40,50,100)




Kryterium Welerstrassa

Tw. Krytertum Weierstrassa:
In,3(a,).a, e Rvn>n, | f (X)[<a, A D a, - zbiezny =
= Z f (X)— jednostajnie zbiezny

f (X)= sm(nx) , | F.(X)[E % Z smrfnx) — jednostajnie zbiezny
n=I

Tw. Szereg potegowy Zanzn o promieniu zbieznoci r jest jednostajnie

n=l1

zbiezny dla |z|<r, gdzie 0 < r, <T.







Ciggtosc




/biory otwarte

Rozwazamy przestrzen metryczng (X,p) Q
Otoczenie punktu x: dowolna kula otwarta K(x,r)
Sasiedztwo: K(x,r)-{x}

Punkt skupienia x zbioru A: kazde sasiedztwo punktu x zawiera jakis punkt y
zbioru A (x jest rozne od y). Uwaga: x nie musi naleze¢ do A

Punkt izolowany (zewnetrzrgjy) X zbioru A: x nalezy do A ale nie jest punktem
stuplenla)(stnleje sgsiedztwo x ktore nie zawiera zadnych punktéw
skupienia

Punkt wewnetrzny x zbioru A: istnieje otoczenie x zawarte w A

Punkt brzegowy zbioru A: punkt nalezacy do X, ktory nie jest ani punktem
wewnetrznym, ani zewnetrznym zbioru A. Uwaga nie musi naleze¢ do A

Zbior otwarty: kazdy jego punkt jest punktem wewnetrznym

Zbior domkniety: zawiera wszystkie swoje punkty skupienia

Zbior doskonaty: domkniety i kazdy jego punkt jest punktem skupienia
Dopetnienie zbioru A: X-A

Zbidr ograniczony A: istnieje liczba M i y nalezace do X takie, ze dla kazdego x
nalezacego do A zachodzi p(Xx,y)<M




e \/\ Przykfady

) koto wraz z okregiem

/ a) b) C)
wnetrze kota

R /.\\

zbidr punktéw d) €) v D)
cata przestrzen

N
/

.,\‘

Q———e——-o0 O—se=—0

x=R) 9 =Rz "



* (izolowany)

A~
_Wwewnetrzny \/\

( brzegowy
) brzegowy

brzegowy

otwarty domk-  dosko-

niety naty
a) tak nie nie a)
b) nie tak tak
C) nie nie nie .
d) nie tak nie T
e) nie tak nie * g
f tak  tak  tak ) )
g) tak nie nie
h) nie nie nie 0 y
) 9

C)

/\
"
s X 7
o)



Tw. A jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopetnienie X-A jest domkniete ||
1) g=p
Wezmy dowolny X, e A= X, € X —A, boAN(X -A) == . &
X, nie jest pkt. skupienia X — A (bo X — A jest domkniety,
wiec zawiera wszystkie swoje pkt. skupienia) =
AK (X, M) : KN (X - A)=J = K < A= Ajest otwarty.

il
2) pr~q
X — A nie jest domkniety = nie zawiera wszystkich swoich
pkt. skupienia = Fpkt. skupienia X, zbioru X - A nie nalezacy

do X - A, czyli X, € A. Zatem kazde otoczenie K(X,,I) zawiera
pkt. zbioru X — A, czyli KN (X — A) =3 (*). Z drugiej strony,
A jest otwarty, wiegc IK(X,, M) : K c A, czyi KN (X - A) =,

co przeczy (*). A wigc p = Q.




Tw. Otoczenie jest zbiorem otwartym

VX e K(X,,rN30: K(y,0) < K(X,,I)
D: Oznaczmy p(X,, X) jako r -s. Wtedy

P(X, %) S p(X,¥) + p(Y, X)) <O +T—Ss.
Biorac np. 0 =s/2 mamy K(y,0) < K(X,,I)

Tw. Zbior otwarty (domkniety) w metryce stabszej jest
otwarty (domknigty) w metryce silniejszej. W
metrykach réwnowaznych rodziny zbiorow
otwartych sq takie same.

Tw. Suma dowolnej (nawet nieskonczonej) liczby
zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym, iloczyn
dowolnej liczby zbioréw domknietych jest zbiorem
domknietym, suma skonczonej liczby zbiorow
domknletych jest zbiorem domknigtym, iloczyn
skonczonej liczby zbioréw otwartych jest zbiorem
otwartym.

o0

ple: U[L,1-1]1=(0,1)

n=2




Dla X=R otoczeniami sq przedziaty otwarte (x-r,x+r)
Sasiedztwa lewo- i prawostronne punktu x: (x-r,x), (X,xX+r)
(a,b),(—»,a),(a,»),(—w,) — otwarte
{a},[a,b],(—,a],[a,),(—0,0) — domkniete

Whnetrze zbioru A — najwiejszy zbidr otwarty zawarty w A
Domkniecie zbioru A — najmniejszy zbior domkniety zawierajacy A

Tw. Zbior a jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu
zbieznego punktow ze zbioru A jego granica nalezy do A




Zbidr A jest zwarty jesli dowolny cigg punktdw zbioru A zawiera podciag zbiezny
do punktu nalezgcego do zbioru A

Tw. Zbiér domkniety i ograniczony w R jest zwarty

Zbior B={1,1/2,1/3,1/4,...} nie jest zwarty, bo cigg (1/n) jest zbiezny to 0, a 0
nie nalezy do B.

Zbior C={0,1,1/2,1/3,1/4,...} jest zwarty (uzwarcenie)

Tw. Zbior domkniety i ograniczony w R jest zwarty
Tw. Zbidr zwarty jest domkniety




Ciagi Cauchy’ego, przestrzen zupetna
Ciag Cauchy'ego: V&>0dn,Vn,m>n, : p(X ,X ) <&

(coraz dalsze wyrazy sq coraz blizsze siebie)

W pewnym sensie mowimy o zbieznosci bez specyfikowania granicy
Tw. Cigg zbiezny jest ciggiem Cauchy’ego. Cigg Cauchy’ego jest ograniczony

Przestrzen nazywamy zupetng jesli kazdy cigg Cauchy’ego jest zbiezny (do
granicy nalezacej do tej przestrzeni)

Tw. Przestrzen zwarta jest zupetna
Tw. R" jest zupetna




Def. ciagowa (Heinego): Granica fun kC_] |

X,Y - przestrzenie metryczne, X, - pkt. skupienia zbioru A c X.

Rozwazmy dowolny (X,): X, € A,/lim X, = X,. MoOwimy, ze
f: A—>Y ma granicg gw x,, lim f(X)=g, jezeli lim f(Xx,)=g.

Jezelig = f(X,),tof jest ciagla w X,

Jezeli f jest ciagla w kazdym punkcie dziedziny, to jest ciagla




Granice jednostronne i niewtasciwe

Granica lewostonna (prawostronna): granica funkcji obcigtej
do zbioru AN (-00,X;) (AN (X,0)), lim f(x), lim f(x)

Ciggtosc lewo- i prawostronna

QGranice w * oo

lim X, = oo, 11mf(x) g:>11mf(x) g

N—c0

analogicznie lim f(X)=g

Granice nieskonczone

lim X, = X,, hmf(x) +oo:>11m f(X) ==




. O\

Lo

Rys. 33

f(x)=1+2"dla ——

2" I x—1]< 2"
f(zo)

Lo

Rys. 34

Ciggta w x=1, chociaz wykres
nie jest linig ciggtq!

RR



rzyktady:

zeSc catkowita z liczby, [X] 1/|x|
Y f y A
*—0
1 ———0 14
T = : >
€L 1 r 4
Rys. 36 Rys. 37

RR




f(x)=1/x b fx)=exp(1/x)
(RR)

Rys. 38 Rys. 39

f(x)=sin(r/x)

Rys. 40

b | | e R T e e P i e e e e e e e P



Def. otoczeniowa (Cauchy’ego)

Tw. lim f(x)=g <

X—>X,

Ve>036>0VX:xeS(X,,0)= f(x)eK(g,¢)
lub:Ve>035>0 VX=X, : | X=X, K= T(X)- (X)) ke

Tw.f : X > Y ciagla < przeciwobraz dowolnego zbioru
otwartego jest zbiorem otwartym

(definicja topologiczna)

Tw.f : X > Y ciagla < przeciwobraz dowolnego zbioru

domknigtego jest zbiorem domknigtym




Przyktad i kontrprzyktady:

I\

s
(1]
- — - L J :
l
(] l
[
l
| {




Dziatania na funkcjach ciagtych
f:X>Y,0:Y >Z- ciagle = go f — ciagla

X -zwarta, f : X > Y — ciaggla i wzajemnie jednoznaczna

(homeomorfizm) = f ' — ciagla

lim f(x)=a, 11mg(x) b=

X=X,

lim(f(x)+g(x))=a+b, lim(f(x)g(x)) =ab.

lim (cf (x)) = ca. hm(f(x) 2 b20
X=X  g(x)" b

f,g— ciagle = suma itd. ciagle

Wielomiany, f. wymierne, trygonometryczne, cyklometryczne,
wyktadnicza, Iogarytmlczna ciggte




Tw. O trzech funkcjach

f(x)<g(x)<h(x), limf(x)=a, limh(x)=a =

lim g(x)=a D: Z tw. O trzech ciggach

X—>X,

Przykfad:
y€(0,% A D
y >siny
Pwycinek oac < Ptréjkqt ooc = W9y >y U
siny <y <tgy sin 7y
sin y
/4

1>

> COS Y 5
: O COS 7y B C
sin X

limcosXx=1=Ilim =1 II
Xx—0 Xx—0 X

\




Przyktady:

Iim > = lim — =lm—
X—0 X X—0 X X—0 2

l—cosx . 2sin*%¥ 1£sin

limxsin+ =0, bo —|X|<Xsin< <[ X|

Xx—0




Asymptoty

asymptota pionowa X = X,: lim f(X) =100 v lim f(X)= o0

X—>Xg X—>Xg

asymptota poziomay = ( : liIP f(x)=9

asymptota ukosnay =ax+b, a = 0: lirP (f(x)—ax—-Db)=0

X

a= lim ( f(X)j = hm(f(x) ax)




Asymptota ukosna funkcji f(x)=(x2-3x)/(x+1)  (RR)

Rys. 48



Wiasnosci funkcji ciggtych

Tw. Darboux
f:[a,b] >R, f(a)< f(b), ye[f(a), f(b)]
= dcefa,b]: y= f(c)

f(a)<0< f(b)=3cela,b]: f(c)=0

xV




f : X > R maw X, wartos¢ najmniejsza (minimum globalne)
jezeli Vxe X : f(x)> f(X,)
a najwigksza (maksimum globalne) jezeli Vx e X : f(X) < f(X,)

ekstremum = minimum lub maksimum

Tw. Weierstrassa: A-zwarty, f : A—> R - ciagla

— f ma w A oba ekstrema globalne

?’/\ (.2,/\

x WV
=
X
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