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Ciagi | szereqgi




Przestrzen metryczna
0. XXX - [0,00) -parze punktdéw liczbnieujemn
Metryka: Ox, yOX :
(@) p(x,y)=0< x=y
(b) o(x,y)=p(y.X)
(c) p(x,2)< p(X,y)+p(y,z) (warunek trogta)

Przestrzé metryczna: para (Q)
Przestrza R", n - wymiar, X = (,X,...,X)), X, — Wspohzdna

Metryka euklidesowa: pomiar linigk n
Pe(X.y) = \/Z(xk ~ Y’
k=1

Inne przykiady (miejske

wiejska (lgna), |
wezta kolejowego, :T i | \; >
max, dyskretna, l IEEnE .
z funkcp rosmca) ,# | !

HEEE :




Przyktady dla R

Metryka miejskapy((X1,Y1),(X2,Y2)) = | X=Xl + | Y1-Yol
(a,b) oczywiste

(c)wynikaz |a+b| < Jap p |

X, =7 | X,= Yy, ly,—2z, |

X, =7, | X, =Y,  ly,— 2,

<
<

Odlax=y

. X, —
Metryka dyskretna: Op(X,Y) 1 dla x# y

(a,b) oczywiste (c) - przypadki

Metryka maximump,,,{(X1,Y1) ),(X2Y,)) = max (| %-X|,| ¥i-Y.l)




Nierdwnag¢ Schwarza: n 2 n n
liczby rzeczywiste Zaka] < (Zafj(z bf}
k=1 =1

liczby zespolone a-kBk

D: Rozwaenie trojmianu w zmiennej t w rozwitiiu lewej strony nieroéwriei
Zn:(akt +b )’ =0 daje natychmiast dowod dla przypadku rzeczywistego.
DI€;1 przypadku zespolonego mamy
2 2
b < [Z akbkj (Zlak b, j [Z 23 1)[2 b, |j

Z nierowndgci Schwarza dla liczb rzeczywistych wynika nierodho

\/ki_(ak +h)? < \/ki_akz +\/an2
(D: podniesienie obu stron do kwadratu | uproszegetd wynika warunek
tréjkata dla metryki euklidesowej - wystarczy prayp.=x,-Y., B.=2-Y,-




Metryka produktowa: (>f,), (Y,p,) — przestrzenie metryczne. Emy

wprowadz¢ metryki
Pe((%, Y1), (%5, ¥2)) = P2 (XX )+ 0% (Y 1Y )
P (%, Y1), (X2, Y2)) = Pay (XX )+ 0y (Y 1Y )
Prax((X3, Y1), (XY 2)) = MAX(0 1 X (X 0 5oy Y D)

Metryka indukowana — metryka na niepustym podzbidtzbioru X

Metryka w zbiorze liczb zespolonych £1(z,,z,) = |z-z,|

Kule (otoczenia) domkaie | otwarte:

K(%,,r) ={xOX: o(x, X <1}
K(X,, ) ={xUX: o( Xy X) <T1}







Kule w metryce indukowanej:RA(xo, r)= R(XO, ryn A

Metrykap, jest silniejsza ri p, jesli

[IxOX Ue>000>0:K, (x,0)UK, X&)
(dla dowolnego x i dla dowolnie mateganozna dobra takie o, ze kula w
metryce silniejszej o promiendizawiera st kuli w metryce stabszej o
promieniu €)

Metryki p; i p, sa rownowane jsli p, jest silniejsza ri p, i jednoczénie
P, jest silniejsza ri p,

Przyktad metryk rownowanych: euklidesowa, miejska, maksimum

Wiejska jest silniejsza od euklidesowej, wiejska jeist silniejsza od
kolejowej, a kolejowa nie jest silniejsza od wiegsk

Metryka dyskretna jest najsilniejsza i nie jest nowazna z euklidesow

Metryki p, i p, sa jednostajnie rownowane jeli

Ua, f>00x,yU X 1ap, (X,y)< o, X,y )< Bo, X,y )




Ciag

Definicja cagu: funkcja a : N - A

Notacja: a,a,,a,,... @ )]DN e

clag n-wyrazowy, cig liczbowy

Ciag arytmetyczny: g g+r, g+2r, +3r, ..., a+(k-1)r

Ciag geometryczny: a, aq, Q@d, .... , af?!
Ciag Fibonacciego: 1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

a=8g,,+ a,.,dlan>2
(rekurencja)



Zbieznosc¢ ciggu

Ciag (x,) jestzbiezny do granicy x jesli dla kazdego (dowolnie mateg@)>0
istnieje iy (w ogoIncci zalezne ode) takie,ze dla kadego n > pzachodzize
X, halezy do K(x,€) (,prawie wszystkie” wyrazy agu nalea do dowolnie mat

kuli o srodku w Xx)

limx, =x < 0O&>0h,0n>n,: x, OK(X,E)

n—- oo

imx =x < 0O&>0h,0n>n,: p(X, ,X)<&

Inna notacjax, — X

n— oo

Przyktad: S \ \
w=tn /o~ \ |
| . S
l:l,l.l-: o9 ’.,.-" 0rE u||e= ols
(metryka euklidesowa) %, e . / |’II
¥ )



Przyktad ciggu w R?
z metrykg maksimum
zbieznego do (0,0)

Prawie wszystkie

(z wyjatkiem skonczonej
liczby) wyrazy ciggu
znajdujq sie w dowolnie
matej kuli o Srodku w
punkcie bedacym granicq
ciggu

0 0.%

Przyktad ciggu rozbieznego: cos(4n)

Inny cigg rozbiezny: a,=(-1)"




Ciag, ktory nie ma granicy nazywamgzbieznym

Ciag, dla ktorego y=x dla n > g, nazywamy cigiemstatym.
Jego granigjest X.

Ciag jest ograniczony @ [X[ X [ >00n:x, DR(X,I‘)
(wszystkie wyrazy aigu naleég do pewnej, dowolnie chej, kuli)
Przykiady: 1/n, (-1), kontrprzykiady: n, (-Pn?

Tw. Ciag zbiezny ma dokfadnie jedm granice

D (przez sprzecziso).

Zatézmy, ze cag ma dwie réne granice xi X,. Wezmy & = p(X;, X,)/3
(wolno nam!) Wtedy z nieréwnoi trojkata oraz z faktuze dla n>g element
X,, musi jednoczéie naleec do otoczenia punktuyX X, dostajemy
Sprzecznex:

P(X, %) < P(X, %) + P(X,,X,) < 26 = %p(xl,xz)




Tw. Ciag zbiezny jest ograniczony

D: J&li x jest grania (X,,), to istnieje g takie,ze dla n > g zachodzi

p(X,, X)<1. Wemy r = max(1p(x{,X), P(X5,X), ... ,p(xno,x)). Z konstrukciji
[In: x, OK(X,r) , wiec ciag jest ograniczony.

Przykiad: 1/8
Przeciwstawniecigg nieograniczony nie mae by zbiezny

Tw. Ciag zbiezny w metryce silniejszej jest zbieny w metryce stabszej
Jeili  metryki s rownowane, to cag jest zbieny w obu metrykach, albo
rozbiezny w obu metrykach.

D: Korzystamy z faktuze otoczenia metryki silniejszej zawieyaje w
otoczeniach metryki stabsze,).

Tw. Ciag (x,) jest zbiezny do x wtedy i tylko wtedy, gdy cag liczb p(x,,X)
jest zbiezny do 0.
D: Wynika bezpérednio z definicji kuli.




Podciag: mapc dany cig (X,) oraz rosacy ciag liczb naturalnych (p,
tzn. p< p,< ps< ... definiujemy cig (y,) taki,ze Y, = X,

Przyktad: (x) =(1,-1,1,-1,1,-1,1,....), $=(1,3,5,7,...), (%) =(1,1,1,1,...)

Granig podciagu (y,) hazywamygranicg czesciowa ciagu (X,)

Tw. Ciag jest zbieny do x wtedy i tylko wtedy, gdy kady jego podcag
jest zbiezny do x

co drugi wyraz,
& 1 (pn)=(1,3,5,7,...)

Wszystkie

podchgi
zbiezne do x=0 *} I

(Pn)=(1,4,7,10,...)

)
\ co trzeci wyraz,
)



Tw. O granicy sumy, ranicy, iloczynu, ilorazu

imx =% limy =y
im(x, +y,) =x+y, lim(x,-y,)=x-y
lim(ax, +by,) = ax+by
lim(x,y,) =%, nm(xn] =

Yo ) Y

Dowdd tw. 1:

He>0 [ Dn>n1:—§<x—xn <%

e >0 [h, Dn>n2:—§< y—yn<g

Dodapc stronami otrzymujemy
He>0[0hy = maxp, n,)In>n, =< K+y ) K +y, <€




Tw. O zachowaniu relacji< w granicy
[(h,tn>n,: X, < yn:>!]irr°10xn slninlyn

D (przez sprzeczié):. Oznaczmy g=y,-X,, Z=lim z,, oraz z=y-x. Zatomy
wbrew tezieze z<0 i wemy €=-z/2. Z def. granicy dla x i y wiemye dla
dalekich n zachodzi [xx| <gi |y,-y| <€, a wiecC

z,-z< (Y, = %)= (y=-xX)| = [, -y & —X)
< Y-yl X —-x|<Z=-Z
=7,<0=Xx,>Y,

CO przeczy zalgzeniu.

(Uwaga: Analogiczne tw. nie zachodzi dla nierowai@strej: 1/n < 2/n, a
obydwa cigi map te samy granice rowng 0)




Tw. O trzech ciggach(inaczej ,,O dwdch policjantach i aresztancie”)

[(k: nzk=x <y <z, limx =limz =a

=limy, =a
D: Z definicji granicy dla n>p mamy |x-a|<€ oraz |z-a|<€ . W szczegOoIn£ci
dla n>n=max(k,n) zachodzia-¢£<x,<y, <z <a+é& ,COo0znaczaz
definicji ze (y,) ma granie a.

Ciag monotoniczny to cag niemalepcy lub nierosmcy, .

an+1 2 an IUb a'n+1£ an

Tw. Cigg monotoniczny w R jest zbieny wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ograniczony

Przyktad: x,= 1-1/n jest rosaey | ograniczony, Wic jest zbieny, natomiast
Clag X,= 2n jest rosgey | nieograniczony, a Wc jest rozbieny

Dla ciaggu niemalegcego (nierosmycego) graniq jest sup{a,} (in{a,})




Ciagi rozbiezne do nieskonczonosci

Ciag jestrozbiezny do plus nieskaczonaici, gdy

[IM >0lh,LIn>n,:x, > M Przyktady: n, n?
a dominus nieskaiczondaici, gdy
LIM >O[hODn>no:Xn <-M -n, -n!

co piszemy limx, =co [ub linx, = —oo

n—- oo

Imx, =% limy,=y signum - znak
X=oo lubx=-00 = Iimi:O 2) 1dlaz> C
n- e sgn(z )=

1 r 1 J -1dlaz< C

X=0,x #20 = Ilim—=0c lub lim— =-c
n—>ooxn n_,ooxr|

allR-{0}, x=0 = lim(ax,) =sgn(@)e
X, allR,y =00 = limly +ax )=oo

XUR-{0}, y=o = lim(y,x;) =sgn(x)o




Inny zapis powyzszych twierdzen:

n - oo
co+C=o00, CUR nN+2 - o
00 + 00 = 0 N+3nN - o«
E:O 1_)0
00 n
A 4o R -{0 2 0
6_— , a {} l_)
n
o 0 .
ale: co -0 0 [10,— -~ §nieoznazore
oo 0

(N+2)-n- 2, n°-n - o, n*-n°>- C

nzi—»OO, ni—>1, n—1—>0
n n n

4




Granice szczegolnych ciggow

Granica ilorazu wielomianow:

ciag granica warunek

0

0
1

2% 83 5 5w e
H

0
n!
!
L
n

a> 0

ga< 1

a> 0

a> iR

a>

0

PY(n)=an“+...+a,

Q"(n)=hn' +...+b,
- (‘;k dlak =|
. n) _
9%~ o dick <
sgn@h o diak > |

imx®=x% x>0

n-oo

ima™=a* a>0

n- oo

imy* =y, y>0

N oo

Tw. a, - 0, b, — ograniczony> a b, -




1

1
Wezmy n, > (lja . Wtedy natychmiast Y <&
E

Wezmy n, > log, £ Wtedy natychmiast @" < &

Dlaa>1mamy¥a= 1. Wemyb =%a-1,wikca=(1+h ).

. : a-1
Z nierown. Bernoulliega> *nb, , zatemxh < ——

n
Z tw. o trzech cigach h - 0, czylt/a — 1.

Dlaall(0,1) mamya%1 > 1, awc Ya :il - 1,czyli tw. dla dowolnega>0

nl—

Podobnie, korzystajac z a
b,=Un-1,n=(1+b ) inieréwn. (kb )= 1( jbﬁ ,
mamy n> - n(n - )bﬁ , zatem b <£
2 Jn

Z tw. o trzech cigach b — 0, czyl®/n - 1.




a =2 +3
3=V <yr+3<yYz+3=3= 9

2 1, wkc z tw. o trzech agacha, — 3.

Przykitady

3 1+ +
_mrentl "o 0t o'?+5 Zn? /841 OF 1
o2 -1 1 lim =lim = =1
2= 5 e 145 e 1/B+1 Ok 1
. 2 1
|'m(1+—2+—3j Iiml+|im%+|imi3
imp ="\ M N7 _ne nep? nep®_ 1
o |im(z—i3j |im2—|imn—13 2
n- oo n n-o n- oo
Insinn! In | |
= , Xy = - 0, y, simn! - ograniczony=c, -
" n+1 " n+1 Y J =
d = n2+n—n:( n2+n_n)( n2+n+n)_ n2+n_n2 _ 1 1 1

’ \/E+n) CJn2+n+n Jl+l/n+1 1+1 2




Hierarchia rozbieznosci do nieskonczonosci

n" 4

szybciej

czesto

) spotykane
n“,a>0 wolniej

log(logn)  przypadki




Tw. Stolza (*

Przyktad:

1P+ 27+ +nP

) (x)i(y,) takieze

+1
np

a) yn+1 > yn
b) lim y, =

n—- oo

c) istnieje granica limL—"

pUN

X, =1"+2°+ ...+n° Y, = nP*

Xouy — X%, = (N+1)°

Xo1 — X,

L lim 2o

n—- oo yn

- yn+1 - yn )

— lim Zea =%

n=e yn+1 - yn

+
Voo = Y = (N+D)PE =P = ”pﬂ{pl 1]”p +o+ 1Pt (p+ IR+

Xor1 — X, —

1

lim

n-e yn+1 - yn

p+1

n—- oo

p+1



_ John Napier (1550-1617)
Liczba e Leonhard Euler (1707-1783)

lim (1+—j =e=2.7/1828182..

n—-oo

1 n+1
(1+ _j . (
(a,) Jest rosacy, bo Gt n+l) _ ( 1+ _j n+1

n
:(1+£j(n(n+22)jn+ :(14——1)(1_ 1 jn+ |
n/)\ (n+1) n (n+1y

n+1
>1—i ,zatema”—+1>( +1—1j( —1—1j:
n+1 a n+1

Z nier.BernouIIiegc{ (=

(n+1)°




Ciag (b,) jest malejcy, bo

1 n+1
b S n+1 1 )" n+1 n+1 1
n_ — n n+2: 1+ —— >— | 1+ =1+—>1
b ., £1+ 1 ) n+2 nh+2) n+2l nn+2) nh+ 2y
n+1
Poniewaz a,<b, i by=4, ciag (a,) jest rosnacy i graniczony. Z tw. o cigqgu
monotonicznym (a,,) jest zbiezny, lim a,=e, 2 < e < 4. Rowniez lim b,=e,

poniewaz b,= a,(1+1/n).

n a, b,
Kolejne, coraz
: : 1 2 4
lepsze ograniczenia
od dotu i od gory 2 2.25 3.75
na liczbe e: 5 2.48... 2.98...
10 2.59... 2.85...

1000 2.716... 2.719...




| Interpretacja ,,bankowa” — procent sktadany |

Oto jak mozna interpretowac liczbg e. Pewien bank daje za roczny depozyt 100% zy-
sku. Odsetki moga by¢ doliczane do kwoty podstawowej w rézny sposéb. Na przy-
klad odsetki mogq by¢ doliczone na koniec roku. Wéwezas inwestujgc 1zt , na koniec
roku bedziemy mie¢ 2 zt. Jedli odsetki doliczane sg co pdf roku (inaczej méwigc s3

2
dwa okresy kapitalizacji), to na koniec roku bedziemy mie¢ (1 + %) = 2,25 [zl]. le-

sliby kapitalizacja odbywata sie co kwartal, wéwczas na koniec roku mielibysmy

4 12
(1 ¥ ZI) = 2,44 [z1]. Jesliby odbywata sie co miesigc — mielibysmy (1 + 1—%) ~ 2,61
365
[zt], codziennie — (1 + ?165) ~ 2,71 [zl]. Gdyby za$ kapitalizacja odbywafa sie

W sposob ciggly (czyli liczba okreséw kapitalizacji dgzytaby do nieskonczonosci),
wowczas na koniec roku mielibyémy

jim (1 + %)n: e [zf].

1 —» 00

nx . X n y
lim (1+1j =€, I|m(1+—j =€
n-o n n- o n



Ciggi ograniczone

Tw. Bolzano-Weierstrassa: Cag ograniczony o wyrazach w R posiada
podciag zbiezny

Zoom

wiecej punktow
Vo R R B et i T e B LT e R, R AR
o_7 o.7z o4 o_76 0.8 o.d

Przyktad: a=cos(4n)




D: (konstrukcja poprzez kolejne podziaty przedziatu [a,b])

(x,) —ograniczony= x 1 @ b ]

Jeden z przedziatova[ attb )/2]d¢+b )/RB, ]
zawiera nieskaczenie wiele elementow, itd.
Konstruujemy indukcyjnie przedzia® = aJ b, ]:
1. h-a=2"0b-a)

2. a8, <b,<h

3. P, zawiera nieskaczenie wiele elementow (X )
Wowczas mona zdefiniowa rosracy ciagn, orazy, =X, @ <Yy, <h
Poniewa (a, ) jest rosacy | ograniczony(a, ) jest zbiezny do graniay
Nastepnie lim__b =lim,__(a, +2™(b—-a)) =g.

Z Tw. o trzech eigach rownie lim,_ y, =g O

Tw. Ciag ograniczony o wyrazach w R" ma podciag zbiezny
Tw. Zbior granic czesciowych ciggu ograniczonego zawiera
element najwiekszy i najmniejszy (granice dolna i gérna)




granica gorna: lim sux,

n—- oo

Dla ciggu zbieznego granice dolna i gorna
granica dolna: lim ink_ sg rowne granicy ciagu

N — oo

Tw. (x,),(y,)— ograniczone ggi w R.

Oznaczmyx, = infk, X .. X ., ..}, Xn = SUPK, X1y Xoup »-.o}. Wied
a) iminfx, =lmx,, limsupx, =lim x,

b) gdyx, <y, to I|m|nfxn < I|m|nf y,, limsupx. < limsupy,

n—>00 n—>00

1 n
Przyktad: X, = " +(-1)

limsupx, = I|mx2k = I|m(2—1k+1j 1

n—- oo

liminf x_ —Ilm x2k+1—llm (

n — oo

-1 |=-1
2k +1 j




Jeszcze o liczbie e

X, -0,y - 0,y #0=>

Xy %, .
a) (1+jn} - e, b)El_xlnj e, o) ty,)n —e

D: a)p, = [X,] - najwieksza liczbalZ nie wksza odx, . Wtedy

Pn Xq P+l
o) <o) <)
p,+1 X, P,

Z definicji e i tw. o granicach agciowych cagu zbienego
dwa skrajne @aigi daza doe, wkc z tw. o trzech ggach wynika a’

~*n Xq X, 1
D: b)(l—ll :[X"j :£1+ ! ] (1+ 1 )—)6
Xn %, —1 X, —1 X —1

D: c) bierzemyy =

%,




y, -0, y.#0,a, - a

a,

a,
Weedy ( 1+ y, )1 :[( " yn)ﬂ L&

3n-1

- (1+ 1 3n-1 _ " 1 2n+1 |on+1 eg
on+1 n+1 -




Szeregi

Paradoks Zenona z Elei (ok. 500 p.n.e.) — Achillgsiyninie dogonzotwia
Achilles porusza giz predkoscia v, azotw z prdkoscia Vo = qvq < V.
Pocatkowa odlegté¢ wynosi a. Jéi Achilles przebiegnie dragdtugasci a, to
z0w przejdzie w tym czasie dregja. Po pokonaniu przez Achillesa drogi ga
z0lw pokona drog g?a, ktdra znowu pozostaje do pokonania Achillesewi,
kolejnym kroku da, itd. A zatem Achilles nigdy nie dogatdiwia!

Achilles a qa

26'w * - " oam

1-q

(D. przez induke)
1-9q

S =—a+ag+aq +..+ag" '=a

S=IlimS, = aﬁ, poniewa |gK 1 (suma szeregu gednyeznego

n—- o

S a

- czas, po jakim A. dogoui

\% (1_CI)V1 Vi—V,




Interpretacja geometryczna szeregu geometrycznego

| | | : T
. e B T e e T e R o I,
R 4 Lo e d b L 2 VL f ]
S N S A R S T I Lo
RN N NS R
1] 2 R7SnS5 BT N
e e e L _ SO NN (S T I N T _
é | R B T . i ﬁ‘f*%_Li N
T AU DN N

Nieindukcyjne wyprowadzenie wzoru na sume szeregu geometrycznego:
S(q)=1+q +q*+Qq’+..=1+q(l+q+q°+ .= ¥qS Q.
(co ma sens, gdy szereg jest zhie tu:|q ¥ 1)

WiedyS @)= ——
1-q




_Definicjaszeregu
(a ),a OR",C" wyjéciowy ciag liczbowy
S=a

SZ :a‘1+a2281+a2
S;=a,ta,ta;=S,+a,
S, =at..ta, =5, +4,

sumy czesciowe szeregu
ciag sum czesciowych = szereg

| granica ciggu sum czesciowych
S= LITO S =ata t..= Zan = Zan - suma szeregu (tez: szereg)
= _ jesli istnieje — szereg zbiezny

czasem wygodniej zagzodn=m0OZ: ) a,

N N+m
Dygresja - przenumerowanie sumy.a, = » a_, |, =k+m
i 1 ~1 bo k=1 l=m+1

1 1 1 ( 1) (1 1; (1 3 ( 1 11 1
= + +..+ = 1-= |+ |+ ==+ . - = 1-—
12 2[8 nph+ 1) 2 2 3 n n+ n+




Tw: Warunkiem koniecznym zbieznosci szeregu jest zbieznos¢ wyrazéw do zera:
2.8, zbiegny = lima, =0 Nie jest to warunek dostateczny

n—- oo

D: lima, =1lim (S$-511) =S=S=0 (geometryczny zbiezny dia |q|<1,
rozbiezny dla |q| =1)

Szereg S =1
harmoniczny: 1 podcigg ciggu sum czeSciowych
- $ =8+
1 2
2 =ltgHi 1.1 1.1 1
n=1 I 54:SZ+—+—>82+2|:_|]::31+—+—:1+ZG—
3 4 4 2 2 2
88=S4+}+}+—1+—1>S4+4EL1=1+3Dr1
S 6 7 8 8 2
1 1 1 1 1 1 1 1 ]

=S, +—+—+—+—+—+——+—+——>1+4F
81688910111213141516

_ 1
Szn — 00 Szn - S2n—1 +

2yl 2T




Tw. Suma i roznica szeregdw, mnozenie przez liczbe:

> (a,+b)=>a,+> b, > @-b)=)a->h, >ca=c)a,

Tw. Dwa szeregi rozne skonczonag liczbg wyrazéw sq albo jednoczesnie zbiezne,
albo jednoczesnie rozbiezne.

Tw. Kryterium poréwnawcze:
,On>n,: |z, ka, = (Zaﬁ - zbigny =) 7z, - zbie’:ny)

D(Zzn - rozhigy = > a, - rozbie’ny)

Tw. (*) Kryterium ilorazowe: (a,) i (b,) — ciagi liczb rzeczywistych, b,>0,
oraz Ulim & =c. Wowczas

a) Y b, - zbigny =) a,- zbieny
b)c# 0, Y b, - rozbieny =) a, - rozbieny

n

Szereg Z Z, nazywamy bezwzglednie zbieznym, jesli Z| Z, | jest zbiezny
W przeciwnym razie mowimy o zbieznosci warunkowej.
Tw. Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny.




Przyktady

i 1 i 1 1 1 © 1 77
= =1, < , N= 2| mamy) — =—
Yl : [ D j

el 6

i - rozbieny dla a< 1 (uogolniony mEnoniczny)

n:1n
S :1+(i+ij+(—l+ +_1)+ <1+—2+_4+ =
2 2° 3 4 la 2 4
_ _ 1
=1+27+ 220+ | = =
_ ol-a

S,.- ograniczony= S, - ograniczonyl §, - ragry = S, - zbieny
P(n),Q(n) - wielomiany stopnia k i

Z% zbigzny wtedyi tylko wtedy, gdy m>k+1




Kryterium d’Alamberta

a) Y a, jestzbieny, jezeli lim su%agl <1
b) > a, jestrozbieny, jezeli (hOn>n,: Gl q
a
C) Zag1 jest zbieny lub rozbieny, jezeli lim inf i1l <1 < lim su%an+1
e ] &, n-o | &,
@ nl In" "
Z”__Zmeznyboanﬂ: (n+1).+[1 :( n ) _ 1 n 1y
~'n a, (n+)™n! \n+l (1+1) e
> h, =d+3+4+F+A+ A+ 0+ 0
fiminf |2t =jim (2)" =0, limsup-22| = lim—_=o - brak rozstrzygacia




Kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego
Niech/]:limsum/El Zan :%+1+%+711+?J:2+T16+_é4+'"

a) 1<1= Y a, -zbieny imy/a, =4<1=) a, - zbieny
b) A>1=>a, -rozhieny e
c) A=1=) a, - zbieny lub rozbieny

Kryterium Cauchy’ego jest silniejsze od kryterium d’Alamberta, ale trudniej je
stosowac. Oba Kkryteria nie sg zbyt subtelne w przypadku rozbieznosci,
gdyz rozbieznosc wynika z faktu, ze lima_ #0.

Kryterium Leibniza

Szereg naprzemienny (znakozmienny):

D> (D)a,=a,-a,+a,~a,+..,a,> 0

Kryterium Leibniza: jeeli (a,) jest nierosacy ia, — O, toz (-1)a, jest zbimy.

Szereg anharmoniczny: Z:(—l)n+1£ =1-3+1—-42+..=1In2
n

n=1




Inne kryteria zbieznosci szeregow

Kryterium zagszczajce:
a >00a - O0a >a, = (Zan—zb D 2a,- zb)

= 1 2" C 1

—zb. dlaa> 1, bo = —— zb.dla>
nZ:;‘n(Iogn) nz;'Z”(IOQZ“) nZ:;naUOg 2)
Kryterium Abela:

Y a,—zb.O (b, )~ ograniczony i monotoniczry » ab, - zb.
=(- 1)”*11 (1+ 1j , Y.ahb, = 1.32..
n n=1
Kryterium Dirichleta:

S, :Zan — ograniczonyl] I§ ¥ ograniczony i monotonicZidiy, - =0

n=1
= > a b, - zbieiny
-1 — 1
ik = SOS(& =3 )~ cosk+3 X )
2sin3

=cos%x)—c:os((m+%)x - 1

1.
= » —SINNX < o

2sin% | sing |




Kryterium Raabego:
a,>0

a)li >00n>n, :n(

81

a,

3,
b)n( a —1}< 1= > a, - rozb.

—1)2r:>2an—zb



Szereg potegowy > c.z', ¢,0C,zOC
Tw. Abela:[B0OC ) ¢, B" - zbieny =
= > c,Z" jest bezwzgidnie zbiezny dla 4 <|4 |
A={z: Y c,z" zbiezny}, r=sup{|z|:z0A} promien zbieznosd
szeregu potegowego
Tw. Jezeli chz” ma promié zb. r , to jest bezwzglinie zbigny
w kole |z r irozbienydla |z+r . Nakole4d=r tw. nie rozstgay

Tw. Cauchy'ego-Hadamardazéé A = limsupy/ [c, |, to

n- oo

/]idla/m(opo)
r=/0 dlal=w

o dlad=0 n
S - =00
n! T
z -r=1




Rozwiniecie liczby e w szereg
o] ook

n
t — e (S,)— monotoniczny i ograniczony, ga zbiezny

t,=> T Y ) P (O [ O P
~\ Kk )n* 2! n) 3 n n n!

tnssh:>es!limsh (*)

Dlams<n mamyt, = I+ Hi 1—E N 1——1 1——2
2! n/ 3! n n
e:Iimtnsl+1+i+i+...+—l:sm
oo 2! 3l m!
e<lims_  (**)

()(=) =lim s, =e czyl e:Z%
- k=0 K:

0 k
Ponadtce* = ZX—
o K!

1

|




Zmiana kolejnosci sumowania

Tw. W szeregu bezwzglednie zbieznym dowolna zmiana kolejnosci sumowania nie
zmienia granicy, np.

141414 14 14 1 1 =1 1y 14 14 1 1 1
1+§+Z+§+E+ 2T a4t T2 _2+1+_8+_£|'_3£|'_1é|'_12'§_6'!4'

128

Tw. Riemanna: Dla szeregu warunkowo (czyli nie bezwzglednie) zbleznelg
odpowiednio zm|en|ai)ac kolejnos¢ sumowania mozna otrzymac dowolng

skonczong granice lub szereg rozbiezny.

141 _ 141 __ 14 1__1 —

1 2+3 4+5 6+7 8+"' |0g2

]_+l__1__1+_1+_1__1__ —2|0 z_l
3 2 4 5 7 6 8 g 2




Iloczyn Cauchy’ego szeregow

Saz)[Snt)-Ser. oS

k=0 =0

Dla z = 1 dostajemy z definicji iloczyn Calugego szeregov
Tw. Y |a, [0) b, - zbigne=) c, - zbieny

ima, =allimb =b=limc =c=ab Warunek bezwzglednej zbieznosci
n- o n- o n- o przynajmniej jednego szeregu
jest tu istotny. Iloczyn dwoc
szeregt())w zblebznych warunkowo
. o0 0 xm oy moze bycC rozbiezny
i b b .] i ‘

n=0m= OrnI (n m)l

>

X
k!
(%) n
S
n=0 m=0 o N




Iloczyny nieskonczone (*)

a,) —ciag liczbowy,p, = aa,a; ..a,
mp,=[]a

n=1

I (1- (‘I? j = limL+3)(L-3)(L+ 4).. (- S )= im2d43es . (+ 50

w. > a, -bezwzgtdnie zbieny = [ (1+a,) - zbigny

w.a >-1, a >00a <0= (Zah —zbieny < [7] (1+a,) - zbie’myj




Ciggi i szeregi funkcyjne

fn:X—>(C, f: X5 C

Zb. jednostajnang nie zalgodxX):

f(x)=lim f.(X) = Oe>0Ch, ONOn>nOxOX | f. (x)- f (X)K &

Zb. punktowalif, mze zalee¢ odx):

f(x)=lim f (x) = OxOXOe >0, ONOn>n ;| f. (x)- f (X) K €

Szereg funkgjny jest zbigny jednostajnie (punktowo)jeli ciag S,

jest zbiezny jednostajnie (punktow |

0= (9, SK)=IMS,(X) o.s]

(n=1,2,...,10, 20,30, 40,50,10

0.6 Xn Il::i 1
n.atl III..-"'II
Zbiezno$¢ niejednostajna C—) , .| : |||I




Kryterium Weilerstrassa

Tw. Kryterium Welerstrassa:
[h,((a,),a, 0ROn>n, ;| f, (x) ka, 0) a,— zbigny =
= > f,(x)- jednostajnie zbigy

f (X) = sin(nx)

n2

)k = 3 S e dnostajnie zhiay
n N

n=1

Tw. Szereg p@gowyZanz” opromieniu zbienocir jest jednostajni

n=1

zbiezny dla |z €1, , gdzie X r,<r .







Ciggtosc




Zbiory otwarte

Rozwazamy przestrzen metryczng (X,p) Q
Otoczenie punktu x: dowolna kula otwarta K(x,r)
Sasiedztwo: K(x,r)-{x}

Punkt skupienia x zbioru A: kazde sasiedztwo punktu x zawiera jakis punkt y
zbioru A (x jest rozne od y). Uwaga: x nie musi naleze¢ do A

Punkt izolowany (zewnetrzny) x zbioru A: X nalezy do A ale nie jest punktem
skupienia (istnieje sasiedztwo x ktdre nie zawiera zadnych punktow
skupienia)

Punkt wewnetrzny x zbioru A: istnieje otoczenie x zawarte w A

Punkt brzegowy zbioru A: punkt nalezacy do X, ktory nie jest ani punktem
wewnetrznym, ani zewnetrznym zbioru A. Uwaga nie musi naleze¢ do A

Zbidr otwarty: kazdy jego punkt jest punktem wewnetrznym

Zbior domkniety: zawiera wszystkie swoje punkty skupienia

Zbior doskonaty: domkniety i kazdy jego punkt jest punktem skupienia
Dopetnienie zbioru A: X-A

Zbidr ograniczony A: istnieje liczba M i y nalezace do X takie, ze dla kazdego x
nalezacego do A zachodzi p(x,y)<M




P \/\ Przyktady

) koto wraz z okregiem

wnetrze kota
° o N\ / -”'/ \\\“
o o \ L /\ L X/ /
pewien skonczony a x Q

zbior punktow d) e) \/ f)
cata przestrzen

”
N

O——eo—o0>0 O—a—

x=R) 9



zewnetrzny
* (izolowany)

——
7~
.

.wewnetrzny

brzegowy
) brzegowy

>

“ brzegowy

otwarty domk-  dosko-

niety naty

a) tak nie nie a)
b) nie tak tak

C) nie nie nie .

d) nie tak nie B

e) nie tak nie “

) tak  tak  tak ) )
g) tak nie nie

h) nie nie nie a "
e — g)



Tw. A jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopetnienie X-A jest domkniete |I
1) a=p
Wezmy dowolnyx, HA= x, X -=A, bdAn K-AFlU= . &
X, nie jest pkt. skupieni® — A (BO—- A jest domigi
wiec zawiera wszystkie swoje pkt. skupienta)
[(K(X,r):Kn(X-A)=0U0 = K IA= Ajest otwarty.

il
2) pu~q
X — A nie jest domknity = nie zawiera wszystkich swoich
pkt. skupienia= [ pkt. skupiendy zbioku A- nie rakey
doX -A, czylix,JA. Zatem kade otoczeni& X, r, Jawiera
pkt. zbioruX — A, czylK n X —-A ¥ 01 (*).Zdrugiej stron)
A jest otwarty, wiec LK (x,,r):K O A, czyliKn X-A)=0,
co przeczy (*). Awecp=qQ.

NG AS




Tw. Otoczenie jest zbiorem otwartym

XU K(X,,r)Uo : K(y,0) U K(X,,I)
D: Oznaczmy %, X ) jako s . Wtedy

P(X, %) < p(X, y)+ oY, X,)<O+r1 —s.
Biorac np.o =s /2 mamK Y 9) LI K(X,,r)

Tw. Zbior otwarty (domkniety) w metryce stabszej jest
otwarty (domknigty) w metryce silniejszej. W
metrykach rownowaznych rodziny zbiorow
otwartych sg takie same.

Tw. Suma dowolnej (nawet nieskonczonej) liczby
zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym, iloczyn
dowolnej liczby zbiorow domknietych jest zbiorem
domknietym, suma skonczonej liczby zbiorow
domknigtych jest zbiorem domknigtym, iloczyn
skonczonej liczby zbiorow otwartych jest zbiorem
otwartym.

Ale: [_]2[%,1—%] =(0,1)




Dla X=R otoczeniami sq przedziaty otwarte (x-r,x+r)
Sasiedztwa lewo- i prawostronne punktu x: (x-r,x), (x,x+r)
(a,b),(-x,a),(@,»), (- 00 )—- otwarte

{&.[ah (-9 3d[ a9, (-9 9 —domkniete

Whnetrze zbioru A — najwiejszy zbior otwarty zawarty w A
Domkniecie zbioru A — najmniejszy zbior domkniety zawierajacy A

Tw. Zbior a jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu
zbieznego punktow ze zbioru A jego granica nalezy do A



Zbior A jest zwarty jesli dowolny cigg punktow zbioru A zawiera podciag zbiezny
do punktu nalezgcego do zbioru A

Tw. Zbidr domkniety i ograniczony w R jest zwarty

Zbior B={1,1/2,1/3,1/4,...} nie jest zwarty, bo cigg (1/n) jest zbiezny to 0, a 0
nie nalezy do B.

Zbior C={0,1,1/2,1/3,1/4,...} jest zwarty (uzwarcenie)

Tw. Zbior domkniety i ograniczony w R" jest zwarty
Tw. Zbidr zwarty jest domkniety




Ciagi Cauchy’ego, przestrzen zupetna
Ciag Cauchy'egode >0 pAlnm>n, 2 X X. &

(coraz dalsze wyrazy sq coraz blizsze siebie)

W pewnym sensie méwimy o zbieznosci bez specyfikowania granicy
Tw. Cigg zbiezny jest ciggiem Cauchy’ego. Cigg Cauchy’ego jest ograniczony

Przestrzen nazywamy zupetna jesli kazdy cigg Cauchy’ego jest zbiezny (do
granicy nalezacej do tej przestrzeni)

Tw. Przestrzen zwarta jest zupetna
Tw. R jest zupetna




Def. ciagowa (Heinego): Granica funkcji
X,Y - przestrzenie metryczne, X - pkt. plenia zbioru AL X .

Rozwamy dowolny . ) :x, A, limx, =X, . Mowimy,ze
f:A-Y magraniggwx,,limf (x)=g, jeeli lim f(x)=0.
X=X n- oo

Jezeli g = f(Xx,),tof jest cagla wx,
Jezeli f jest cagla w kadym punkcie dziedziny, to jestagla




Granice jednostronne i niewlasciwe

Granica lewostonna (prawostronna): granica funiogicte]
do zbioruAn (e X, ) (A0 & %)), Iimf k), limf &)
X - X

X - Xg

Ciggtosc lewo- i prawostronna

Granice wx o
imx =oo, IImf(x)=g=Ilm f(xX) =g

analogicznie limf % g

Grance nieskaczone

imx. =x, lim f(x)) =0 = lim f(X) =t
n— oo X - X

n-oo




flzo) O\

Lo

Rys. 33

f(x)=1+2"dla |——

2" <|x-1k 2™
f(zo)

Lo

Rys. 34

Ciggta w x=1, chociaz wykres
nie jest linig ciggtq!

RR



rzyktady:

zesC catkowita z liczby, [X] 1/|x]
A »
*—O
1 &——oO0 14
T e —h —
& 1 3:
Rys. 36 Rys. 37

RR



f(x)=1/x

Rys. 38

4 fx)=exp(1/x)
(RR)

Rys. 39

f(x)=sin(Ty/x)

Rys. 40



Def. otoczeniowa (Cauchy’ego)

Tw. IIm f(X) =g =
X=X

He>000>00x :xUS(X,,0)= f X)UK @ &)
lub:0e>000>0UXZ X, (X=X, 0 = 1|f kK T & ¢

Tw.f : X - Y clagla < przeciwobraz dowolnego ziio
otwartego jest zbiorem otwartym
(definicja topologiczna)

Tw.f : X - Y clagla = przeciwobraz dowolnego zbior
domknktego jest zbiorem domkgtym




Przyktad i kontrprzyktady:

N2




Dziatania na funkcjach ciggtych
f:X>Y,9:Y - Z- cilagle = go f — chgla

X -zwarta,f X - Y - aglaiwzajemnie jednoznana

(homeomorfizm)= f ' - cigla

lim f(x) =a, Img(x)=b=

X - X X - Xg

lim (£(x)+g(x) =a+b, lm(f(x)g(x) =ab

F(x), _
I|m(cf(x)) ca, llmo(g(x) b

f,g— clagle= suma itd. cigle

, bz 0

Wielomiany, f. wymierne, trygonometryczne, cyklometryczne,
wyktadnicza, Iogarytmlczna ciggte




Tw. O trzech funkcjach

f()<g()<h(), lmf()=a, lmhx)=a =

- Xp

lim g(x) =a D: Z tw. O trzech ciggach
X%

Przykfad:
y0(0,%) A D
y>siny
Puycinekoac < Pugiweonc = QY >V U
siny <y <tgy sin

siny

1>—=—>cosy 5

/ . O COS 7y B C
sinx _

Iimcosx=1= lim——=1 II
X—»O X—>0 X

>




Przykfady:

. X - 2 '
ool-cosx . 2sify _{ sn%j -

X0 X2 X-0 X2 X-092

X

limxsin2 =0, bo- kgx sig< % |

X0




Asymptoty

asymptota pionowa=x, : linfi x( Fxco ] linf X F oo
X=X

X - X

asymptota pozioma=g :linf x(3 9

— Foo

asymptota ukosma=ax+b gz 0. linf(x(-Jax—b 9

X > oo

a=lim (@j b= lim (f(x) —ax)

X - oo X - oo




Asymptota ukosna funkgji f(x)=(x2-3x)/(x+1)  (RR)

Rys. 48



Wiasnosci funkcji ciggtych

Tw. Darboux
f:labl - R f(a)< f(b), yO[f(a), f(b)]
= [cU[a,b]: y= f(c

f(a)<0< f (b)= [tO[a,b]: f(c) =0




f: X - R mawx, warto§ najmniejsz (minimum gbbalne)
jezeli OxO X : f(X)= f(X,)
a najwekszy (maksimum globalne) yeli OxUO X @ f(x) < f(X,)

ekstremum = minimum lub maksimum

Tw. WeierstrassaA -zwarty, A- R Hagla
= f ma wA oba ekstrema globalne

?/[\ r )
i

waa X r-« P




