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Co to jest analiza matematyczna?

Rachunek rozniczkowy i catkowy, i
CXVII w.

Analiza funkcjonalna, funkcje analityczne, geometria
rozniczkowa, rownania rozniczkowe, ...

Jeden z najbardziej ,,praktycznych” dziatow
matematyki: nauki Sciste, inzynieria, inne dziaty
matematyki

Przykfady, ktore powinny by¢ znane: badanie funkcji
zmiennej rzeczywistej, rownanie okregu, obliczanie
powierzchni, ruch jednostajnie przyspieszony ...




Prawa fizyki == rownania rozniczkowe

Mechanika klasyczna
Elektrodynamika
Termodynamika
Mechanika kwantowa
Teoria pola
Grawitacja

Chemia

Inzynieria Podstawowe narzedzie
badawcze dla fizyka !

Ekonomia




Obserwacja komety przez jakis czas pozwala przewidzie¢ jej ruch za 100000 lat!




» Intuicja: gtadkos¢, brak przerw, pekniec, mozliwosc
przewidywania zachowania globalnego z zachowania lokalnego
(ruch planet, przedtuzenie analityczne)

» Nie zawsze tak jest! (ruchy Browna, kursy gietdowe) — brak
ciqgtosci, szorstkos¢, brak mozliwosci doktadnego przewidywania

» Czasoprzestrzen fizyczna jest ciggta
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Cel wyktadu

Poznanie i opanowanie analizy matematycznej w
niezbednym dla fizyka/informatyka zakresie

Kultura matematyczna: metody rozumowania, dowodzenia
twierdzen, dochodzenia do wynikow

Rozwiniecie rzemiosta matematycznego, oraz sprawnosci
rachunkowej, multum zadan do rozwigzania!

Wymagana bardzo duza praca i pilnosc
Podstawowy wyktad!




Informacje praktyczne

Ten dokument:
Wykfad: sr. 10:00-11:30
Konsultacje: wt., od 18:00, pok. 56

Zestawy zadan:
do przerobienia w domu, trudniejsze na
konwersatoriach

Kolokwia/kartkowki (po kazdym dziale, co 2-3
tyg.) Zaliczenie konwersatorium, semestralny
egzamin pisemny z zadan i teorii



http://ujk.kielce.pl/~broniows
http://ujk.kielce.pl/~broniows
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Elementy teorii matematycznej

(Gdzies trzeba zaczac!
Pojecia pierwotne - nie definiowane ,Jajko czy kura”
Aksjomaty (pewniki) — ,,oczywiste” prawdy dotyczace pojec
pierwotnych, zdania przyjete za prawdziwe bez dowodu
(doswiadczenie, akt wiary!) Wymog niesprzecznosci
Definicje — okreslenia zlozone z pojec pierwotnych 1 innych definic;j
Twierdzenia — zdania prawdziwe uzyskane z aksjomatow 1 innych

twierdzen z pomoca rozumowania logicznego

Przyktad systemu formalnego: geometria euklidesowa, ,,Elementy”

- punkt, prosta, ptaszczyzna (poj. pierwotne)

- Piaty postulat: przez punkt lezacy poza prosta p przechodzi doktadnie jedna
prosta nie majaca punktow wspolnych z p

- okrag to zbi6r wszystkich punktow odlegtych od punktu A (Srodek)
o promien r > 0 (definicja)

- prosta przechodzaca przez srodek okregu dzieli go na dwie
rowne czesci (twierdzenie) - ten oczywisty fakt wymaga dowodu!




Geometria euklidesowa

i geometrie nieeuklidesowe /

(zaleznos¢ teorii od
przyjetych postulatow)

geometrie nieeuklidesowe



Elementy logiki
| teorii mnogosci




Jak rozstrzygac o prawdzie?

Sad tak zdecydowat...

Profesor tak powiedziat...

DosSwiadczenie tak mowi...

Wewnetrzne przekonanie, kobieca intuicja
Probkowanie statystyczne

Logika matematyczna




Heurystyka, systemy formalne

przestanki Aksjomaty, inne twierdzenia

\ (dotychczasowa wiedza o teorii)
R { R hipotéﬁ
rzcrormuiowanic .
p ) / \‘_ Logika

obalenie dowod
(kontrprzyktad)

Przyktad

Przestanki: liczba 2 jest podzielna przez 2, 12 tez, 92 tez, ...

Hipoteza: kazda liczba konczaca si¢ cyfra 2 jest podzielna przez 2

Dowod: zapis liczby konczacej si¢ cyfra 2 na postac
10*q+2=2(5q+1), co dzieli si¢ przez 2 (q.e.d.)

(hipoteza staje si¢ twierdzeniem)

Uogolnienie: kazda liczba konczaca si¢ cyfra ¢ jest podzielna przez c

Kontrprzyktad: c=4 nie dzieli liczby 14




Rachunek zdan

Zdanie logiczne jest to zdanie gramatyczne, o0 ktorym mozna (w zasadzie)
powiedzie¢, ze jest prawdziwe (wartos¢ 1 lub T - true), badz falszywe
(wartos$¢ 0 lub F- false)

Przykilady: trawa jest zielona, lubig sernik, 7 jest liczba pierwsza, jestem
kielczaninem, d/dx sin(x)=cos(x), 2=1, obecna temperatura powietrza na
zewnatrz jest migdzy 20 a 22 st. C

Zdania, ktore nie s3 zdaniami logicznymi: 1) idz do domu!,
2) chyba bedzie padac deszcz, 3) Kretenczyk mowi, ze tak, jak wszyscy
Kretenczycy, klamie

Funktory zdaniotworcze (spojniki logiczne): nie - zaprzeczenie,

i - koniunkcja, lub — alternatywa (uwaga na znaczenie potoczne), albo —
alternatywa wykluczajaca, jezeli ... to - implikacja, wtedy i tylko wtedy, gdy
— rOwnowaznos¢ (rozne notacje, matryce/tabelki logiczne)




Zdania zlozone sktadaja si¢ ze zdan prostych potaczonych
funktorami zdaniowymi

Lubi¢ sernik lub jestem kielczaninem (alternatywa)

Albo jestem kielczaninem albo jestem krakowianinem (alternatywa

wykluczajaca)

Jesli pada deszcz, to na niebie sag chmury (implikacja)
przyczyna — skutek

poprzednik — nastepnik

warunek dostateczny — warunek konieczny

Warunkiem koniecznym, aby padat deszcz, jest zachmurzone niebo.

Warunkiem dostatecznym, aby stwierdzi€, ze na niebie sa chmury, jest

padanie deszczu.

Jestem petnoletni wtedy 1 tylko wtedy, gdy mam ponad 18 lat
(réwnowaznosc)

Warunkiem koniecznym i dostatecznym petnoletniosci jest wiek 18 lat.

Zdanie odwrotne (Jesli na niebie sa chmury, to pada deszcz),

1 przeciwstawne (Jesli na niebie nie ma chmur, to nie pada deszcz)

Zdanie przeciwstawne jest rownowazne wyjsciowe] implikacji. Nie jest tak
dla zdania odwrotnego!




Uwagi:
Alternatywa jest prawdziwa, jesli zachodzi jeden z dwoch warunkow,
lub jeden 1 drugi warunek jednoczesnie.

Implikacja jest prawdziwa w nastepujacych przypadkach:
- z prawdy wynika prawda (to jest oczywiste)
- z falszu wynika falsz (tez rozsadnie)
- 7 falszu wynika prawda (co nie jest oczywiste)

W literaturze jest tu wiele mylacych stwierdzen, wigc uwaga! Sprawa jest
bardzo prosta. Konstrukcja implikacji logicznej jest tak dobrana, ze falszywe
zalozenie nie rozstrzyga o tym, co si¢ stanie, wigc falszywe zatozenie jest
,,bezuzyteczne”. Moze zen wynikac prawda, moze falsz, czyli wszystko moze
si¢ zdarzyc¢. Przykiad: ,,Jesli bedziesz grzeczny, ogladniesz dobranockeg”, co
oznacza, ze jesli rzeczywiscie bedziesz grzeczny, to ogladniesz, natomiast
jesli nie bedziesz grzeczny, to ogladniesz, lub nie! Przyrzeczenie o

niczym tu nie rozstrzyga. Oczywiscie, jesli bedziesz grzeczny, a ja nie
pozwole Ci ogladna¢ dobranocki, to jestem ktamca! Tylko w tej sytuacji
implikacja jest falszywa!







Bramki logiczne, sieci logiczne
Bramki: OR

AND NOT
" ...h ke u ...h-

L1 3.exe L1_l.exe |1 5exe




Prawa rachunku zdan

Tautologia (t) — zdanie ztozone, ktore jest zawsze prawdziwe, bez
wzgledu na wartos¢ logiczna zdan sktadowych

Pada deszcz lub nie pada deszcz

Przyktad stosowania matryc logicznych: prawa de Morgana,
kontrapozycji, podwdjnego przeczenia,

(RR, str. 14)

Sprzecznosc (c) — zdanie zawsze falszywe

(istnieje liczba rzeczywista x, dla ktorej x > 2 1x < 1)




L. (-p)<p prawo podwdjnego przeczenia
2a. (pVg) < (qVp)
b. (pAg) & (gAD) . prawa przemienno$ci

c.(pq)e (g—p)

3a. [(qu)er@[pv(qun}

rawa lacznosci
b. [(PAQ)AT] & [pA(gAT)] nheR 2

da. [pV(gAr)]e((pva) A(p V) } prawa rozdzielnosci

Prawa logiczne b. [pA(gVr)]e[(pAg)V (pAr)
(RW) 5a. (pvp) & p} prawa idempotentnosci

b. (pAp) = p

6a. (pVe)ep
b.(pVvit) et
.(pAc) & c

& prawa identycznoéci
d. (pAt) e p

7a. (pV -p) &t
.(pA-p) &

b

8a. =(pVgq) & (-p A —q) ]
b ~{pAg) e (opv =) prawa De Morgana
c. (pVg) & ~(-pA-g) [
d. (pAq) & ~(-pV —q)

9. (p—4q) & (—g— —p) prawo kontrapozycji

10a. (p — g) & (-pvg) | okreslenie implikacji za pomoca

b. (p — q) © ~(p A —q) f alternatywy lub koniunkcji

11a. (pVg) & (-p — q)
b. (pAq) & ~(p — —q)

12a. [((p > 7)A(g—=7)] & [(pVq) — 7]
b.[(p=gA(p—=r)e[p—(gar)

13. (p—g)e[(p—qg)A(g—p)] okreslenie réwnowaznos$ci

14. [(pAg)—71] e [p— (g — )] prawo eksportacji
5.7 (p=q) = [(pA—g) — ¢ reductio ad absurdum

S
I —— 1 W tej tablicy t Jest dowolna tautologia, a ¢ dowolnym zdaniem sprzecznvm.




16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.
24.
25a.

26a.

27a.

= A(r—98)]=[pAr) — (gAs)]

N = A (r = 5)]=[(—g A —s) = (—p A =)

p=(pVq) wprowadzanie
alternatywy

opuszczanie
(pAg)=p koninmlkesi

sprowadzenie

(p — ¢) = —p (¢ — dowolne zdanie sprzeczne) 0 Sprzecznosci

dus ponend
pA(p—q) =g gloonelxllsp nendo
[(p — @) N—q] = —p f;%(l)lgg: tollendo
[(pVqg)A-pl=q %’1232 ponendo

p=[qg— (pAq)]

(P =) A(geoT)] = (peor) przechodniosé «
(P Ar(g—r)]=(—r) | przechodnio$¢ —
(p—q)=[(pVr)—(qgVr)]

(p—=q)=[pAT) > (gAT)]
(p—=g=>[(g—=71)—(p— 1)

(p—= A (r—38)=[pVr)—(qVs)] Erawa, dylematu
onstrukcyjnego

[(p— @)A(r — s)]=[(—qV —s)—=(—pV —r)] | prawa dylematu
destrukcyjnego



28. P
Re guly PVQ
wnioskowania (RW) 29. 1;/\ Q
30. P
,reguta odrywania” P—Q
20
31. P — Q
—Q
~P
ponens — poprzez 32. PvQ
potwierdzenie | -P
ponendo — do . Q
potwierdzenia 33. P-Q
tollens — poprzez | i ~ g
zaprzeczenie ek
tollendo — do zaprzeczenia| | 34- P
Q
“PAQ

reguta wprowadzania alternatywy

regula opuszczania koniunkcji

regula modus ponendo ponens (w skrécie modus

ponens)

reguta modus tollendo tollens (w skrécie modus

tollens)

reguta modus ponendo tollens

regula sylogizmu hipotetycznego

reguta wprowadzania koniunkcji




Reguty wnioskowania / dowodzenia

Twierdzenia matematyczne majq postac¢ implikacji

Twierdzenie: zalozenie — teza

Dowdd polega na wykazaniu, ze z zatozenia wynika w sposob logiczny
teza. W rozumowaniu wykorzystuje si¢ dotychczasowa wiedze¢ (zdania
prawdziwe) danej teorii, oraz formalizm logiki matematycznej, czyli
reguly wnioskowania

Przyktady:
1. Tw. dowiedzione wprost

Z: Jesl liczna naturalna n jest podzielna przez 2,

T: to n?jest podzielne przez 2

D: Skoro n jest podzielne przez 2, to mozemy je zapisac¢ jako 2m, gdzie m
jest liczba naturalna, wobec czego n?=4 m?=2(2 m?), co w oczywisty
sposob jest podzielne przez 2

(q.e.d.) [c.b.d.o, kwadracik O, trzy kropki .°. ]




2. Tw. odwrotne:
Z: Jesl kwadrat liczby naturalnej jest podzielny przez 2
T: to ta liczba jest podzielna przez 2

D (wprost): Liczbg naturalng n mozna roztozy¢ na czynniki pierwsze:
n=7p,p,..p;, zatem n*=p,p, p,p, ... p; p;- Poniewaz n* jest podzielne przez 2,
ktoras z p, jest rOwna 2, a wigc n jest podzielne przez 2 (q.e.d.)

(n.p. 154=2 7 11, wigc 154>=2272112. W tym przypadku p,=2, p,=7, p,=11

D (sprowadzenie do sprzecznosci): Zatozmy, ze n nie dzieli si¢ przez 2.
Wowczas rozklad n nie zawiera czynnika 2, wobec czego n? nie zawiera
czynnika 2, zatem nie dzieli si¢ przez 2, co jest sprzeczne z zatozeniem (q.e.d.)

D (nie wprost): Musimy dowie$¢, ze jesli n jest liczba nieparzysta, to n? jest
liczba nieparzysta. Rozktad n nie zawiera czynnika 2, wigc n? tez nie zawiera
czynnika 2.

Poniewaz zachodzi tw. 1 tw. odwrotne (tw. zachodzi w dwie strony) , zatem
zdania n jest podzielne przez 2 i n? jest podzielne przez 2 sa rOwnowazne.




3. Tw. Liczba ﬁ nie daje si¢ wyrazi¢ w postaci utamka (czyli nie jest liczba
wymierng)
D (przez sprzeczno$é): Zatézmy, ze 2 =% , gdzie liczby naturalne m 1 n nie

majq wspolnych dzielnikow, a co za tym idzie, nie sa jednoczes$nie parzyste.
Z tezy mamy 2n’=m?, wiec m? jest parzyste, a wiec (poprzednie twierdzenie)
m jest parzyste, czyli m=2k, gdzie k jest pewnaq liczba naturalng. Mamy zatem
2n>=4Kk?, czyli n>=2k?, zatem n jest parzyste. Poniewaz m i n sg parzyste, mamy
sprzecznos¢ z zatozeniem (c.b.d.o.).
Fakt ten antyczni trzymali w tajemnicy!
4. Jesli x=2 to x=1
D (falszywy):
X =2
x—1=1
x—-1)yY=1=x-1
x2 —2x+1=x-1
X2 -2x =x-2

X(x—-2)=(x —2) | (x—2)
x =1
czyli 2=1




5. Inne czgste falszywe rozumowanie: niestuszne zatozenie, czgsto
w bardzo zawoalowany sposob, tego, co chcemy udowodnic.

Z.: Poniewaz studenci siedza na sali,

T: to ten wyklad jest cickawy

D: Poniewaz studenci przyszli na ten wyktad, a studenci chodza na wyktad
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyktad jest ciekawy, a wigc ten wyklad jest
cickawy.

Dowodd rownowaznosci - dowod ,,w dwie strony”

Dowod Wielkiego Twierdzenia Fermata zaj¢to ponad 300 lat!
(Andrew Wiles, 1993)

Dowody komputerowe: tw. o czterech kolorach dot. kolorowania map —
dhugos¢ ksiazki telefonicznej!

Tw. Goedla: W obr¢bie kazdej nie trywialnej teorii istnieja zdania, ktorych
prawdziwosci badz falszywosci nie mozna rozstrzygna¢. Inaczej, nie mozna
dowies¢ niesprzecznosci danej teorii w ramach tej teorii.
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Przyktad rachunku formalnego (SM)




Zbiory, elementy teorii mnogosci

Pojecia pierwotne: zbior, element zbioru, przynaleznos¢ - x nalezy do A

Przyktady zbioréw, notacja dla zbiorow liczbowych: naturalne N, catkowite Z,
wymierne Q, rzeczywiste R, zespolone C, przedzialy 1. rzeczywistych [a,b], (a,b)

Diagramy Eulera (Venna)

Zawieranie, rOwnosc¢ zbiorow

Zbidr pusty 1 zbior pelny (przestrzen)

Podzbiory, podzbiory wlasciwe

Zbiory rozlaczne — nie zawierajace wspolnych elementow

Operacje: suma, i1loczyn (cz¢s¢ wspolna, przecigcie), roznica, roznica
symetryczna, dopetnienie

Zbiory (rodziny) zbiorow, zbior potegowy

Prawa rachunku zbiorow, analogia do rachunku zdan

Nieskonczona (indeksowana) suma 1 iloczyn zbioréw, prawa de Morgana
Aksjomaty teorit mnogosci, pewnik wyboru

Analogia algebry zbiorow 1 logiki




Takie intuicyjne rozumienie zbioru moze czasami powodowac pewne kiopoty.
Rozpatrzmy bowiem forme zdaniowg (zob. str. 21): X ¢ X. Czy sg zbiory, ktére

gispeiniajq te forme zdaniowg (tzn. zbiory, ktére nie sg swoimi elementami)? Takich
~ zbioréw jest oczywiscie bardzo duzo, np. A = {1,2,3}, B — zbidr uczniéw danej
szkoly, C — zbidr miast w Polsce, R — zbior liczb rzeczywistych. Zaden z tych
zbioréw nie jest swoim elementem. Zbiér A ma trzy elementy: 1, 2, 3 i zaden
zbiér nie jest elementem A, wiec A ¢ A. Podobnie mamy B ¢ B, C ¢ C, R ¢ R.
Niech teraz U oznacza zbidr wszystkich takich zbioréw, ktére spetniajg forme
zdaniowa X ¢ X. Oczywiscie do U nalezg opisane wczesniej zbiory A, B, C, R.
Mozemy postawic¢ teraz pytanie: czy zbiér U jest swoim elementem (tzn. czy U € U)7?
Jezeli U jest swoim elementem, to znaczy, ze spetnia forme zdaniowg X ¢ X (gdyz w
U znajduja sie wytacznie takie zbiory). Zatem: jesli U € U, to U ¢ U. Jezeli
natomiast U nie jest swoim elementem, to znaczy, ze spetnia forme zdaniowg
X g X, czyli U € U. Zatem: jesli U ¢ U, to U € U. Otrzymalismy wiec, ze zbior U
jest swoim elementem tylko wtedy, gdy nim nie jest. Sprzecznos¢ ta dowodzi, ze
zbiér U nie istnieje. Jest to ciekawy rezultat: istniejg elementy, ktore spetniajg
forme zdaniowag, nie istnieje natomiast zbidr wszystkich takich elementow. Ale nie
martw sie! W naszych dalszych rozwazaniach o zbiorach takie ktopoty sie nie
pojawig!

paradoks Russela (KKS)




Funkcje zdaniowe, kwantyfikatory

Funkcja zdaniowa f(x): wyrazenie zawierajace zmienne, ktore staje si¢
zdaniem logicznym (T lub F), jesli za zmienne x podstawimy konkretne obiekty
Zbior argumentow (dziedzina)

Wykres funkcji zdaniowej — zbi6r wszystkich x, dla ktorych f(x)=T

Przyktad: Zwierz¢ ma 4 nogi. x — jakie§ zwierze, zbior argumentow - wszystkie
zwierzeta, wykres - te zwierzeta, ktore maja 4 nogi

Kwantyfikator ogélny (duzy): (All) dla kazdego x zachodzi ... VX E(X)
Kwantyfikator szczegélny (maly): (Exists) istnieje x takie, ze ... dx: £(x)
Kolejnos¢ kwantyfikatorow duzego i matego jest istotna -

(Dla kazdego studenta w tej sali istnieje osoba, ktora jest jego matka,

Istnieje osoba, ktora jest matka dla kazdego studenta w tej sali )

Prawa de Morgana dla kwantyfikatorow, rachunek kwantyfikatorow

~(Vxe A:f(x)) = (Ixe A: ~f(x)) AV

~(Ixe A:f(x)) = (Vxe A: ~f(x)) xeAM>0

(N1ie ma rozy bez kolcow © Kazda ro6za posiada kolce)
Konwencja opuszczanie ogolnego kwantyfikatora w sytuacjach oczywistych
(Kot ma cztery tapy © Kazdy kot ma cztery tapy)




Relacje

Niech ae X, beY

Para uporzadkowana wg Kuratowskiego: (a,b)={{a},{a,b}}

[loczyn kartezjanski zbiorow X 1 Y, oznaczany jako X x Y, to zbior wszystkich
par uporzadkowanych (a,b)

Relacja — dowolny podzbior X x Y

Elementy bedace w relacji oznaczamy: xRy

Dziedzina (X) i przeciwdziedzina (Y) relacji

Wykresy 1 diagramy relacji.

X={a,b,c}, Y={u,v}, X x Y = {(a,u),(b,u),(c,u),(a,v),(b,v),(c,v)}
R={(a,u),(b,v),(c,v)}, aRu, bRv, cRv







Cechy niektorych relacji:
Ziwrotnos¢ (Z) — xRx

Przeciwzwrotnos¢ (PZ) — ~xRx

Symetrycznos¢ (S) — xRy implikuje yRx
Antysymetrycznos¢ (staba) (AS) — xRy 1 yRx implikuje x=y
Przechodnios¢ (P) — xRy 1 yRz implikuje xRz

Relacja rownosci, rownowaznosci (Z,S,P), porzadku (Z, AS, P), porzadku
scistego (PZ,P).

Klasy abstrakcji relacji rownowaznosci: [X] — zbior y takich, ze yRx

Klasy abstrakcji dziela zbi6r na podzbiory roztaczne

Przyktad: X - proste na ptaszczyznie, R — relacja rOwnolegtosci, [a] — zbi6r
wszystkich prostych rownolegtych do prostej a (kierunek), liczby wymierne




Funkcje

[Funkcje elementarne — powtorka ze szkoly sredniej samemu!]
B. wazne wzory trygonometryczne: cos(o+p)=cos(a)cos(B)-sin(a)sin(f3)
sin(a+B)=sin(a)cos()+sin()cos(a)

Def: Niech relacja f okreslona na 1loczynie kartezjanskim X x Y spetnia warunek

Vxe X VY,Y, €Yy =f)Ay,=f(X)= vy, =Y,

Wtedy f nazywamy funkcja (odwzorowaniem, przeksztatceniem), piszemy y=f(x)
Innymi stowy, danemu x z dziedziny funkcji, X=Df, przyporzadkowujemy jeden
element przeciwdziedziny, Y (jednoznacznos¢).

Zapis: f: X—Y -fzezbioruXdoV, fprzeprowadza X w Y

Przyktad: Osobom przyporzadkowujemy ich rok urodzenia. Jest to funkcja,
poniewaz jedna osoba moze mie€ tylko jeden rok urodzenia.

Zb16r wartosci funkcji: VI. Oczywiscie VI zawiera si¢ w Y, ale nie musi mu by¢
rowny.




Jesli V=Y, to f: X 25Y (surjekcja)
Wykres funkcji to zbior {(x,f(x)) : xe Df}

Jesl f(x,) = f(x, ) implikuje x,=x, , to funkcja jest injekeja (roznowartosciowa)
Inaczej: jesli X, # X, = f(X,) # (X, ), to funkcja jest injekcja
bijekcja = surjekcjatinjekcja (odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne,
jeden do jeden, f: X Iy )
restrykcja (obcigcie) — ograniczenie dziedziny do jej podzbioru
Dzialania na funkcjach: sktadanie i odwracanie, rownos¢ funkcji,
funkcja stata: f(x)=c, identycznos¢: f(x)=1d(x)=x
Funkcje liczbowe (nickoniecznie wzor, jakikolwiek przepis, funkcja Dirichleta,
dhugi rachunek komputerowy), wykres funkcji liczbowej - przyktady

Parzystosc¢, nieparzystosé, okresowos¢

Obraz i przeciwobraz, twierdzenia RR, str. 30




Funkcja odwrotna (nie myli¢ z liczbg odwrotna!)

(X)) = X flof =id,
f(F(y) =y fof™=id,

np. f(X)=xjest odwracalna dla x € [0, ).

Funkcja odwrotna jest f ' (y) = ﬁ , ¥ €[0,00), bo

\/X_szlub (\/V)Z:y

Analogicznie dla innych funkcji odwracalnych.




Odwracanie funkgji

. (wykresy funkcji wyjsciowej i odwrotnej
FO)=x+ < *€ [1.2] sq symetryczne wzgledem linii y=x)

£,
y=x+l = X -xy+1=0= ) ‘g':x:'
X

=Ly dy3)
x=Ly-Jya) ,

: oy Ve .
zb10r wartosci f

5 1.8
ale dla x=2 mamy y=—,
2 1.6
wigc pozostaje pierwszy przypadek
1.4}
] 1 5
fl(y)=5(y+\/y2—4); yel2.]] s

dziedzina !

f'l(x)zé(x+\/x2—4); XG[2,§] ' " x

1.2 1.2 1.61.&d & 2.& &.42

Zb16r wartosci funkcji wyjsciowej jest przeciwdziedzing funkcji odwrotne;!

W powyzszym przyktadzie f([1,2])=[2,3/2]=Df!  (pokaz z kartka papieru)




Funkcje cyklometryczne

arcsin, arccos, arctg, arcctg — arcus sinus, itp.

Trygonometryczne — , mierzace trojkat” (sin, cos, tg, ctg, sec, cosec)
Kolo trygonometryczne — przypomnienie

(np. jesh kat wynosi 14°, to 1le wynosi y/r?)

Cyklometryczne — ,,mierzace koto”

(np. jaka jest dtugos¢ tuku, jesli x/r=1.7 ?)

[pokaz z programu Mathematica: cyklo.nb]

Galezie, galaz podstawowa - zawe¢zanie dziedziny tak, aby funkcja
odwracana stala si¢ injekcja

Do funkcji arcsin 1 arccos mozna dodac liczbe 2km, do arctg 1 arcctg liczbe kmn
(k-niezerowa liczba catkowita), w wyniku czego otrzymujemy inne galezie




_Funkcja wyktadnicza i logarytm (kompendium)

X=1log,y - odwrotna do wykfadniczej
log,z=1Inz %! = 7 - a — podstawa logarytmu
a=b"=y=b" (b>0,b=1)
c=log,a, cx=log, y=>X= log, y = log, y = log, y, log, alog, y =log, y
log, a
log,z=1, log,1=0, log,a= (z>0,z#1)
log, z

y,=a,y,=a%yy,=a"=x+x,=log,(y,y,) =

= log, y, +log, y, =log, (V,Y,)

XzL
M
2

y'=a",zeR=xz=log, y* = log, y* =zlog, y

y,=a",y,=a =a"" =log, y,—log, y, =log, (—j




-0

- 00

log.=In=log (w tym wyktadzie)
W fizyce, informatyce, inzynierii zazwyczaj wystepuje sytuacja a>1:
a=2, e, 10 (logarytm binarny, naturalny, dziesietny)



—
O
N

O
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Zbiory liczbowe

Liczby naturalne, N
N={1,2,3,4,5,6,7,...}

f

klasy zbiorow rownolicznych
1 {J} .
2 {2,{0}}
3 {0,{0,{0}})

Zasada indukcji (aksjomat): L€ A A Ne A = n+le A Wtedy A=N.
Sformutowanie ogdlniejsze: rozwazmy funkcj¢ zdaniowa f(n).

(f(n)=T A Vn2n,:f("N)= f(n+1)) = Vn=n,:f(n)=T

(zasada indukcji matematycznej - domino)





Przyktad dowodu z pomoca indukcji: nierownos¢ Bernoulliego

Tw.Dla X>-—=1,X#0,n2>2 zachodzi (1+X)">1+nX

D: Dla n=2 mamy (1+x)*=1+2x+x>>1+2x.
(1+x)™1= (1+x)?(1+x) > (1+nx)(1+x)=1+(n+1)x+tnx>> 1+(n+1)x

(schemat tego typu dowodow: piszemy lewa strong tezy, wykorzystujemy
zalozenie + zasade¢ indukcji, przeksztalcenia, dostajemy prawa strong tezy)

Definicja indukcyjna (rekurencyjna)

Przyktad: x'=x, x™*! = x x"

W ten sposob definiujemy wiasnos¢ dla wszystkich naturalnych n




Symbol Newtona

Silnia: n! = 1*2*3...*n
0!'=1, (n+1)! = (n+1)n!

n!
Symbol Newtona: = liczba kombinaciji n po k
y (kj Kin—ky! Hnpok)

n(n
Dwumian Newtona: (a+Db)" = Z(k]ankbk

k=0
Tréjkat Pascala: | (at+b)’ wspotczynniki:
1 1 (a+b)! symbole Newtona
1 2 1 (atb)? = a>+2ab+b?
1 3 3 1 (atb)’= a’+3a’b +3ab? +b’

1 4 6 4 1 (atb)*=..




Ciato (* wyktad algebry)

Dzialanie dwuargumentowe na zbiorze X to odwzorowanie f: X x X —X
(parze przyporzadkowany jest element zbioru)

Cialem nazywamy zbi6r X zawierajacy co najmniej 2 elementy, 01 1, w ktorym
okreslone sa dziatania + (dodawanie) 1 * (mnozenie) spetniajace warunki:

1. a+(b+c)=(a+b)+c (facznos¢ dodawania)

2. atb=b+a (przemiennos¢ dodawania)

3. 0+a=a (element neutralny dodawania)

4. Yadb:a+b=0 (element przeciwny dodawania)

5. a*(b*c)=(a*b)*c (facznos¢ mnozenia)

6. a*b=b*a (przemiennos¢ mnozenia)

7. 1*a=a (element neutralny mnozenia)

8. Vazx0db:a*b=1 (element odwrotny mnozenia)

9. a*(b+c)=a*b+b*c (rozdzielnos¢ mnozenia wzgl. dodawania)




Odejmowanie — dodawanie elementu przeciwnego

Dzielenie — mnozenie przez element odwrotny

Z wilasnosci ciata wynika, ze nie moze by¢ wigcej niz jeden elementow 0 oraz
wiecej niz jeden elementow 1

Element przeciwny oznaczamy jako —a, a odwrotny jako a-! lub 1/a

Znak * czesto opuszczamy:a*b=ab




Ciato uporzadkowane

W ciele wprowadzamy relacje mniejszosci << o nastepujacych wlasnosciach:
1. Zachodzi doktadnie jeden z warunkow: a<b, a=b, b<a

2. Relacja <jest przechodnia

3. a<b = a+c<b+tc
4

a<b, 0<c @ a*c<b*c

Ciato z powyzszymi wlasno$ciami nazywamy cialem uporzadkowanym

(ciato uporzadkowane liczb wymiernych, rzeczywistych)




Liczby rzeczywiste

Intuicja: odlegtos¢ punktow w przestrzeni, przekatna kwadratu o boku 1 nie jest
liczba wymierna! Potrzebujemy wigcej liczb — liczby niewymierne

Podzbior A zbioru X jest ograniczony od dotu jesli dme X Vae A:a>m
Podzbiér A zbioru X jest ograniczony od géry jesli IM € X Vae A:ta<M
Najwigksza z liczb m nazywamy kresem dolnym zbioru A (infimum, inf A)
Najmniejsza z liczb M nazywamy kresem gornym zbioru A (supremum, sup A)

Aksjomat cigglosci dla zbioru X: kazdy niepusty 1 ograniczony od dotu podzbior
A zbioru X ma kres dolny nalezacy do X

Tw. Niepusty i ograniczony od gory A ma kres gorny w X

Kres dolny moze naleze¢ lub nie naleze¢ do A

Przykiad: przedziat otwarty 1 domknigty zbioru R




Tw. Zbior liczb wymiernych Q nie spetnia aksjomatu ciggtosci

Rozwazmy A={x e Q:x>0,x>>2}. Ajest ograniczony od dotu. Zal6zmy,
ze p=inf A, p € Q. Rozwazmy liczbe¢ q taka, ze (jest to swego rodzaju
,,Sztuczka™)

q=p P’ -2 Mozliwe 2 przypadki (p? = 2 wykluczony wczesniej):
p+2 1) p?<2, wtedy sprawdzamy, ze q > p, oraz ¢> < 2,
=2+ 2(p*-2) czyli q ogranicza A od dotu 1 jest wigksze od p, a

(p+2)° wigc p nie jest kresem dolnym A

2) p?>>2,wtedy q<p,orazq>>2,czyliq € Aijest
mniejsze od p, zatem wbrew zalozeniu p nie jest

kresem dolnym A
-—-'—"i."/""_ > * Cj'/—.—%
P V2 ” vz p
1) 2)

Zatem w obu mozliwych przypadkach doszliSmy do sprzecznosci, wiec A nie ma
kresu w Q, co konczy dowod




Liczba jest niewymierna wtedy 1 tylko wtedy, gdy jej rozwinigcie dziesigtne jest
nieskonczone 1 nie zawiera powtarzajacych si¢ (okresowych) ciagdéw cyfr

rzeczywiste = wymierne + niewymierne
niewymierne = algebraiczne + przestgpne
algebraiczne: pierwiastki rownania W (x)=0 o wspotczynnikach catkowitych

: : V2
przyktady liczb przestepnych: e, w, €7, sin 1, In 2, 27

Zasada Archimedesa: dla kazdej liczby rzeczywistej a istnieje liczba naturalna
ntaka, zen>a

Liczby wymierne — ,,sito” z dziurami! Uszczelniamy dziury liczbami
niewymiernymi.

Migdzy dwiema r6znymi dowolnie bliskimi liczbami wymiernymi lezy liczba
niewymierna, a mi¢dzy dwiema ro6znymi dowolnie bliskimi liczbami
niewymiernymi lezy liczba wymierna. Jednak liczb niewymiernych jest wigce;j!




Liczebnosc¢ zbiorow

Dla zbioréw skonczonych moc (kardynalnosc) |A| zbioru A jest rowna liczbie
elementow zbioru A. Dla zbiorow nieskonczonych liczba elementow jest
nieskonczona, jednak mamy r6zne nieskonczonosci 1 mozemy je klasyfikowac.

Zbiory A 1 B sg rownoliczne, jesli istnieje bijekcja AL B,

Zbiory skonczone nazywamy przeliczalnymi, a zbiory rownoliczne z N
nieskonczonymi przeliczalnymi

Dla zbiorow roztacznych |AUB = A|+|B|
Dla 1loczynu kartezjanskiego |AxB|=|A|-|B|
Dla zbioru potegowego [24] = 2/Al

Zbiory Z, QQ sa rownoliczne z N, a wigc przeliczalne
Zbiory R 1 przedziat (0,1) sa rownoliczne

Kardynalno$¢ zbioru potggowego zbioru A wynosi 214

Notacja: |N| = No, R|=c¢
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Przeliczalnosc¢ zbioru liczb wymiernych (GT)

Zbior, ktory mozna uszeregowac w liste (chocby nieskonczona) jest z
defInIC]I przeliczalny




Argument przekatniowy Cantora

Zbiory N 1R nie sg rownoliczne, [N| <|R]
Cantor: nie istnieje bijekcja z N na (0,1)

D: Nieskonczona lista rozwinig¢ dziesi¢tnych liczb z przedziatu (0,1) ma postac
.2,2,2,3,8,...
.b,b,b,bsb,...
.CoC{CHC3Cy-..

Zaldézmy, ze wypisalismy (w przeliczalny sposob) wszystkie liczby z (0,1).
Teraz konstruujemy liczbg x w nastepujacy sposob: n-ta cyfre bierzemy z n-tego
rz¢du, modyfikujac ja nastepujacy sposob: jesli rowna si¢ 4, to zamieniamy na 3,
jesli nie rowna si¢ 4, to zamieniamy na 4. Przykiad:

217853...

642222... x=.4344...

.018800... x jest z konstrukcji r6zne od wszystkich wypisanych liczb (co
987697... najmniej na jednym miejscu), zatem R jest nieprzeliczalny




Rownolicznosc R i przedziatu (0,1)

P

-Pl

Istnieje bijekcja, wiec R i (0,1) sg réwnoliczne




Hipoteza continuum

Kolejne liczby kardynalne otrzymywane przez potegowanie zbiorow:

Nl:

2V E2Y N =

22 =N

Hipoteza continuum Cantora:

nie ma zbioru o kardynalosci posredniej miedzy No iC

c=N

Hipoteza Cantora jest niezalezna od postulatéw teorii mnogosci i nie
mozna jej udowodnic ani obali¢! Mozna ja przyjac lub odrzucic



Liczby zespolone (* algebra)

Liczba zespolona z nazywamy parg liczb rzeczywistych (a,b).

a — cz€SC rzeczywista, b — cze$¢ urojona

Dodawanie: (a,b) + (c,d) = (at+c,b+d)

Mnozenie: (a,b) (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Ta konstrukcja speinia aksjomaty ciata: (0,0) ,(1,0) — elementy neutralne
dodawania 1 mnozenia

Inna, najpopularniejsza notacja: wprowadzamy I = (0,1) i piszemy (a,b) =a+1b.
Woweczas algebre mozemy prowadzié ,,normalnie”, korzystajac z faktu i2=—1.

Sprzezenie: (a,b)*=(a,—b), lub (a + ib)* = a — Ib. Inna notacja: z
Wiasnosci sprzgzenia: — _ _ _
(z)=z, z+z =2x, z-z =21y, zz=X"+y’

z,%z,=z,+z,, az=az (ae€R)

1)=ﬁ (z, #0)
Z




Cze$¢ rzeczywista: Re(a+ib)=a, cz¢$¢ urojona: Im(a+ib)=b
Wartosé bezwzgledna (modul): |a+ib| = (a>+b?)? | z z*=|z|?
Argument: Arg(a+ib) = arctg(b/a)

Interpretacja trygonometryczna: z =r (cos ¢ + 1 sin ¢)

Tw. z, =1, (cos ¢, +15sin ¢,), z, =1, (cos ¢, + 1 sin ¢,), to
a) Zy 2, =1, 1, [cOS (¢ 1¢,) T 1sin (¢;10,) ]
b) z,/z,=r /r,[cos (¢;-9,) T 1sin(¢-¢,) ]

Mnozenie: obroty na ptaszczyznie zespolone]
Wzor de Moivra: (cos ¢ +1sin ¢)* = cos n¢ + 1 sin n¢ (przez indukcje)
Ponadto (cos(-n¢) + 1 sin(-n¢)) (cos n¢ + 1 sin nd) =1, wigc
(cos ¢ +1sin ¢)™ = cos(-n¢) + 1 sin(-no)

Definiujemy exp(i ¢) = cos ¢ +1sin ¢ - funkcja wyktadnicza o argumencie

zespolon}im, Z=T1 e>.<p(1 d) - I.IlOdl_ﬂ 1, faza ¢ | | exp (I ¢) — e|¢
Wtedy z, z, =r, 1, exp(1 ¢;) exp(i ¢,)=1, 1, exp(i ¢, F19,)
Uzytecznos¢ liczb zespolonych (fizyka, elektronika, funkcje zespolone)
Pierwiastki zespolone wielomianow




Interpretacja geometryczna
liczby zespolonej:

Teu(@D A

r — modut I G
¢ - argument SN
1Ly




Dalsze witasnosci liczb zespolonych

|Zl+z2 |S|Zl |+|Z2|
bo \/(a, +a,)’ + (b, +b,)> < Ja+b?> +/a,’ +b,’

|z, +2,+..+Z, Sz |+, |+ 4] Z, |

Euler.
em _ 1 el;z/z | e —iz/2 —i, e|¢)+2km _ elgp (k c Z)

\/E _ /re \/_ W \/_ n/ ip+2kzi \/_ n/ ip+2kai _
_ {I/F el(p/n+2k7zl/n (k _ O,l,...,ﬂ _ 1)
%/I — ei0/2+2k71'i/2 (k — O, 1), Czyll %/I — 1 V. %/7 — _1

%ﬁ _ @i/ 6+2ki/3 (k =0,1,2), czyli %ﬁ: ei;r/6,ei57r/6,ei97r/6




J—1 = i, —i i/l_ _ eiﬂ/6,ei57z/6,ei37;/2

Pierwiastkowanie liczb zespolonych
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