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Co to jest analiza matematyczna?

» Rachunek rozniczkowy i catkowy, i
XVII w.

» Analiza funkcjonalna, funkcje analityczne, geometria
rozniczkowa, rownania rozniczkowe, ...

» Jeden z najbardziej ,,praktycznych” dziatow
matematyki: nauki Sciste, inzynieria, inne dziaty
matematyki

» Przyktady, ktdre powinny byc znane: badanie funkcji
zmiennej rzeczywistej, rownanie okregu, obliczanie
powierzchni, ruch jednostajnie przyspieszony ...




Prawa fizyki == rownania rozniczkowe

Mechanika klasyczna
Elektrodynamika
Termodynamika
Mechanika kwantowa
Teoria pola
Grawitacja

Chemia

Inzynieria Podstawowe naredzie
Ekonomia badawcze dla fizyka !




Obserwacja komety przez jakizas pozwala przewidzig¢ej ruch za 100000 |




Pojecie ciggtosci

» Intuicja: gtadkos¢, brak przerw, pekniec¢, mozliwosc
przewidywania zachowania globalnego z zachowania lokalnego
(ruch planet, przedtuzenie analityczne)

» Nie zawsze tak jest! (ruchy Browna, kursy gietdowe) — brak
ciqgtosci, szorstkos¢, brak mozliwosci doktadnego przewidywania

» Czasoprzestrzen fizyczna jest ciggta

F HIG 20 cigaie - do 16124 za 2005-09-16
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Cel wyktadu

Poznanie i opanowanie analizy matematycznej w
niezbednym dla fizyka/informatyka zakresie

Kultura matematyczna: metody rozumowania, dowodzenia
twierdzen, dochodzenia do wynikow

Rozwiniecie rzemiosta matematycznego, oraz sprawnosci
rachunkowej, multum zadan do rozwigzania!

Wymagana bardzo duza praca i pilnosc
Podstawowy wyktad!




Informacje praktyczne

* Ten dokument:

» Konsultacje: wt., od 17:45, pok. 56

» Zestawy zadan:
do

przerobienia w domu, trudniejsze na
konwersatoriach

» Kolokwia/kartkowki (po kazdym dziale, co 2-3
tyg.) Zaliczenie konwersatorium, semestralny
egzamin pisemny z zadan i teorii
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Elementy teorii matematycznej
Gdzie trzeba zacy!

Pojecia pierwotne- nie definiowane ,<Jajko czy kura”

Aksjomaty (pewniki) — ,oczywiste” prawdy dotycize pogc

pierwotnych, zdania przgte za prawdziwe bez dowodu

(doswiadczenie, akt wiary!) Wymog niesprzeczaoio

Definicje — okr&lenia ztazone z pagc pierwotnych i innych definig

Twierdzenia — zdania prawdziwe uzyskane z aksjomatow i innyigh
twierdzer z pomo@ rozumowania logicznego

Przykiad systemu formalnego: geometria euklidesqizi@menty”

- punkt, prosta, ptaszczyzna (poj. pierwotne)

- Piaty postulat: przez punktecy poza prostp przechodzi doktadnie jedna
prosta nie maga punktow wspolnych z p

- okrag to zbior wszystkich punktow odlegtych od punktisPodek)
o promie r > 0 (definicja)

- prosta przechodza przezrodek okegu dzieli go na dwie

rowne cgéci gtwierdzeniez - ten oczwistx fakt wymaga dowodu!




Geometria euklidesowa /
| geometrie nieeuklidesowe

(zaleznosé teorii od
przyj etych postulatow)

geometrie nieeuklidesowe



Elementy logiki
| teorii mnogosci




Jak rozstrzygac o prawdzie?

Sad tak zdecydowat...

Profesor tak powiedziat...

DosSwiadczenie tak mowi...

Wewnetrzne przekonanie, kobieca intuicja
Probkowanie statystyczne

Logika matematyczna




Heurystyka, systemy formalne

przestanki Aksjomaty, inne twierdzenia
(dotychczasowa wiedza o teori

__, hipoteza

przeform\u}owarjle/ \' Logika

obalenie dowdd
(kontrprzyktad)

Przykiad

Przestanki: liczba 2 jest podzielna przez 2, 3298 te, ...

Hipoteza: kada liczba kéczaca st cyfra 2 jest podzielna przez 2

Dowaod: zapis liczby kaczacej sk cyfra 2 na posta
10*g+2=2(5g+1), co dzieli siprzez 2 (q.e.d.)

(hipoteza staje sitwierdzeniem)

Uogdlnienie: kada liczba kaczaca st cyfra c jest podzielna przez c

Kontrprzyktad: c=4 nie dzieli liczby 14




Rachunek zdan

Zdanie logiczne jest to zdanie gramatyczne, o ktong mozna (w zasadzie)
powiedzi&, ze jest prawdziwe (wartg¢ 1 lub T - true), badz fatszywe
(wartos¢ O lub F- false)

Przykiady: trawa jest zielona, lwlsernik, 7 jest liczip pierwsz, jestem
kielczaninem, d/dx sin(x)=cos(x), 2=1, obecna terapnga powietrza na
zewmtrz jest medzy 20 a 22 st. C

Zdania, ktére nie @9 zdaniami logicznymi: 1) idz do domul!,
2) chyba lzdzie pada deszcz, 3) Kretéczyk mowi, ze tak, jak wszyscy
Kretenczycy, ktamie

Funktory zdaniotworcze (spojniki logiczne)nie - zaprzeczenie,

| - koniunkcja,lub — alternatywa (uwaga na znaczenie potoczib) —
alternatywa wykluczaga, jezeli ... to- implikacja,wtedy i tylko wtedy, gdy
— rownowanos¢ (rozne notacje, matryce/tabelki logiczne)




Zdania ztozone sktadaj si¢ ze zda prostych paiczonych

funktorami zdaniowymi

Lubi¢ sernik lub jestem kielczaninem (alternatywa)

Albo jestem kielczaninem albo jestem krakowianin@fternatywa

wykluczapca)

J&lli pada deszcz, to na niebigchmury (implikacja)

przyczyna — skutek

poprzednik —  nagshik

warunek dostateczny—  warunek konieczny

Warunkiem koniecznym, aby padat deszcz, jest zachomarniebo.

Warunkiem dostatecznym, aby stwiekgze na niebiegschmury, jest

padanie deszczu.

Jestem petnoletni wtedy i tylko wtedy, gdy mam mbt8 lat
(rownowanaosé)

Warunkiemkoniecznym i dostatecznynpetnoletnidci jest wiek 18 lat.

Zdanieodwrotne(Js&li na niebie § chmury, to pada deszcz),

| przeciwstawndJesli na niebie nie ma chmur, to nie pada deszcz)

Zdanie przeciwstawne jest rownaimmg wygciowej implikacji. Nie jest tak
dla zdania odwrotnego!




Uwagi:
Alternatywa jest prawdziwa, §& zachodzi jeden z dwoch warunkow,
lub jeden i drugi warunek jednocnee.

Implikacja jest prawdziwa w nagtujacych przypadkach:
- z prawdy wynika prawda (to jest oczywiste)
- Z fatszu wynika fatsz (terozsidnie)
- z fatszu wynika prawda (co nie jest oczywiste)

W literaturze jest tu wiele mytych stwierdzg, wigcc uwaga! Sprawa jest
bardzo prosta. Konstrukcja implikacji logicznejtjeek dobranaze fatszywe
zatazenienie rozstrzygao tym, co s stanie, w¢c fatlszywe zatgenie jest
.pezuzyteczne”. Mae ze wynika¢ prawda, mee fatsz, czyli wszystko nie
si¢ zdarz\¢. Przyktad: ,Jéli bedziesz grzeczny, ogfliniesz dobranoeX, co
oznaczaze jesli rzeczywsicie Ixdziesz grzeczny, to aglniesz, natomiast
jesli nie bedziesz grzeczny, to aginiesz, lub nie! Przyrzeczenie o

niczym tu nie rozstrzyga. Oczysuie, j&li bedziesz grzeczny, a ja nie
pozwok Ci ogladna¢ dobranocki, to jestem ktamicTylko w tej sytuaci
Implikacja jest fatszywal







Bramki logiczne, sieci logiczne

Bramki: OR

L1_3 exe L1_ 1 €Xe L1_5 exe




Prawa rachunku zda

Tautologia (t) — zdanie ztaone, ktore jest zawsze prawdziwe, bez
wzgledu na wartéc¢ logiczm zdan sktadowych

Pada deszcz lub nie pada deszcz

Przykiad stosowania matryc logicznych: praeaMorgana,
kontrapozycji, podwojnego przeczenia,

(RR, str. 14)

Sprzecznd¢ (c) — zdanie zawsze fatszywe

(istnieje liczba rzeczywista x, dla ktorej x > 2 « 1)




(-p)&p prawo podwdjnego przeczenia
2a. (pVg) & (¢Vp)
b. (pAg) & (gA D) R prawa przemiennosci

c.(peq) e (gp)

3a. [(pVg)Vr] & [pV(gVvr)) N
b.[(pAg)Ar] & [pA(gAT)] } prawa lacznosci

da. [pV(gAr)e [(pva)A(pv )l } prawa rozdzielnosci

Prawa logiczne b [pA (V] l(pAg) v (pAr)
(RW) 5a. (pVp) & p } prawa idempotentnosci

b. (pAp)&p

6a. (pVe)ep
b.(pVit) st
.(pAe) & ¢

. prawa identycznosci
d. pAt) & p

Ta. (pV —p) &t
.(pA-p) s

b

8a. =(pVq) & (-p A —q) ]
b. 2(pArg) & (-pV =) prawa De Morgana
¢ (pVa) & ~(-p A —q) [
d. (pAg) & ~(-pV ~g)

9. (p—q) & (~g— —p) prawo kontrapozycji

10a. (p > g) & (-pvg) | okreslenie implikacji za pomocy

b. (p—q) & ~(pA —q) f alternatywy lub koniunkcji

11a. (pVgq) & (-p — q)
b. (pAq) & =(p — —g)
12a. [p =) A (g —7)] < [(pVq) — 7]
b.[(p=AP—r)ep—(gAr)
13. pegelp—a9Ar(g— D)] okreslenie réwnowaznosci
14. [(pAg) = 1] & [p— (¢ —7)] prawo eksportacji
.= < [(PAq) — J reductio ad absurdum

EEE
EEE——— 1y tej tablicy ¢ jest dowolna tautologia, a ¢ dowolnym zdaniem sprzecznym.




16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.
23.
24.

2ba.
(p—=aq)=> A7) = (gAT)]

(p—=q=>[(g—=r)—(p—r)
26a.
p—=A(r—38)]=[pAT)— (gAs)]

27a.
= A (r = 8)]=[(—g A —s) = (—p A —)]

p=(pVq)

(pAg)=p

(p — ¢) = —p (¢ — dowolne zdanie sprzeczne)
[pA(Pp— )] =g

[(p — @) A —q] = —p

[(pVq)A—p]=q

p=qg— (pAg)]

(p=g)N(geT)] = (peT)
(p—=a)AN(@g—T1)]=(p—T)
(p—aq)=[(pVr)—(qVr)

[<p—>q>A<r-s>]-:»[(pvr>—»<qu>]}

(p = QA — 8)]=[(~q V =8) = (=p V —1)] }

wprowadzanie
alternatywy

opuszczanie
koniunkcji

sprowadzenie
O Sprzecznosci

modus ponendo
ponens

modus tollendo
tollens

modus ponendo
tollens

przechodnio$¢ «

przechodnio$é —

Erawa dylematu
onstrukcyjnego

prawa dylematu
destrukcyjnego



Reguty
wnioskowania (RW)

.reguta odrywania”

ponens — poprzez
potwierdzenie

ponendo — do
potwierdzenia
tollens — poprzez
zaprzeczenie
tollendo — do zaprzeczer

28. P
PvVvQ
29. PAQ
_P
30. P
P—-Q
..Q
31. P —-Q
—Q
-P
32. PvQ
-P
'-Q
33. P—Q
Q— R
..P—R
||a 34. P
Q
" PAQ

reguta wprowadzania alternatywy

reguta opuszczania koniunkcji

reguta modus ponendo ponens (w skrécie modus

ponens)

reguta modus tollendo tollens (w skrécie modus

tollens)

reguta modus ponendo tollens

regula sylogizmu hipotetycznego

reguta wprowadzania koniunkcji




Reguty wnioskowania / dowodzenia

Twierdzenia matematyczne mayosta& implikacji

Twierdzenie: zalgenie — teza

Dowod polega na wykazanige z zalaenia wynika w sposob logiczny
teza. W rozumowaniu wykorzystujes slotychczasowwiedz (zdania
prawdziwe) danej teorii, oraz formalizm logiki matatycznej, czyli
reguty wnioskowania

Przykiady:
1. Tw. dowiedzione wprost

Z: J&li liczna naturalna n jest podzielna przez 2,

T: to rejest podzielne przez 2

D: Skoro n jest podzielne przez 2, tozamy je zapisajako 2m, gdzie m
jest liczky naturalra, wobec czego4¥ 4 ¥ = 2(2 n¥), co w oczywisty
Sposob jest podzielne przez 2

(g.e.d.) [c.b.d.o, kwadracik , trzy krogKi ]




2. Tw. odwrotne
Z: J&li kwadrat liczby naturalnej jest podzielny przez 2
T: to ta liczba jest podzielna przez 2

D (wprost): Liczbe naturalm n mazna roztay¢ na czynniki pierwsze:
n=pp,..Q,zatem A= p,p, p,P,... Q p- Poniewa n?jest podzielne przez
ktoras z p jest rowna 2, a WC n jest podzielne przez 2 (q.e.d.)

(n.p. 154=2 7 11, wc 154=2272112. W tym przypadku 2, p=7, p=11

D (sprowadzenie do sprzeczriwi): Zatézmy, ze n nie dzieli si przez 2.
Wowczas rozktad n nie zawiera czynnika 2, wobeg@z€ nie zawiera
czynnika 2, zatem nie dzieliegprzez 2, co jest sprzeczne z zaoiem (g.e.d

D (nie wprost): Musimy dowig¢, ze jeli n jest liczky nieparzys, to r¢jest
liczba nieparzysi. Rozklad n nie zawiera czynnika 2 ewir? tez nie zawiera
czynnika 2.

Poniewa zachodzi tw. i tw. odwrotne (tw. zachodzidwie strony) , zatem
zdania n jest podzielne przez Zjest podzielne przez 2 sbwnowane.




3. Tw. Liczba\/E nie dajeewyrazic w postaci utamka (czyli nie jest liczb

wymierm)
D (przez sprzecznéf): Zatézmy, ze /2 :% , gdzie liczby naturalne min ni

majg wspolnych dzielnikdw, a co za tym idzie, nigjsdnoczénie parzyste.
Z tezy mamy 2f=ny, wieC ny jest parzyste, a @t (poprzednie twierdzenie)
m jest parzyste, czyli m=2k, gdzie k jest pawinzba natural. Mamy zatem
2re=4k?, czyli ’=2k?, zatem n jest parzyste. Poniewa i n § parzyste, mamy
sprzeczn& z zatoeniem (c.b.d.o.).

Fakt ten antyczni trzymali w tajemnicy!
4. Jali x=2 to x=1

D (fatszywy):
X=2

x—1=1
(x—1fY=1=x-1
X2 —2x+1=x-1
X2 —2X =X—-2
X(X=2)=(X —2) | : (X-=2)
x=1
czyli 2=1




5. Inne czste fatszywe rozumowanie: niestuszne zafoe, C2sto
w bardzo zawoalowany sposob, tego, co chcemy udeniod

Z: Poniewa studenci siedgna sall,

T: to ten wykiad jest ciekawy

D: Poniewa studenci przyszli na ten wyktad, a studenci chouzwyktad
wtedy | tylko wtedy, gdy wyktad jest ciekawy, agwiten wyktad jest
ciekawy.

Dowaod réwnowaznosci - dowod ,w dwie strony”

DowodWielkiego Twierdzenia Fermatazajto ponad 300 lat!

(Andrew Wiles, 1993)

Dowody komputerowe:tw. o czterech kolorach dot. kolorowania map —
dtugas¢ ksiazki telefonicznej!

Tw. Goedla: W obrebie kazdej nie trywialnej teorii istnigjzdania, ktorych
prawdziwdgci badz fatszywasci nie mana rozstrzygac. Inaczej, nie mezna
dowies¢ niesprzeczn<ei danej teorii w ramach tej teorii.




T R —€—€—

Russell i Whitehead byli
pionierami zredukowa-
nia matematyki do logi-
ki. Tutaj, po 362 stroni-
cach, dochodzi si¢ do
arytmetycznego twier-
dzenia I + 1 = 2.

7rodto: Principia Mathemalti-

ca, Cambridge University
Press, 1910.

-~ NN

%54 - 42 I xe2. o poa. ppFa=fern
Dem.
L. #54-4. o | na=rxury.o:
ﬁca.ﬂlﬂ.z:ﬁzA.v.B———t‘x.v.B———z‘y.v.B:oczﬂ!ﬁ:

[¥24-53-56.%51 - 161] = B=r'x.v . f=rp.V SH=ul (1)
|- %5425 Transp.*52-22.5 L v Ay D XUy A IXOry £
[*13-12) = A= XUIPXEY. D AFUXLFELY (2)
F (D.Qp b na=rxury.x#y.o0
ﬁca.ﬂ!ﬁ.ﬁ#@c.z:ﬁ=i‘x.v.B:z‘y:
[#51 -235] =:(3z) zex.f=17z
[+37- 6] = Bera 3)
L (3)+11-11:35.%54-101.> | .Prop
«54-43. | rapel.oanf=A.=.aupel
Dem.
I %54-26.0 b a=rxf=ry.2aufel. =xX#Y.
[#51 -231] = et =i
(+13-12] —anf=A (1)
- (11111352
L (@xy)a=rxf=1y. Daufel. =.aNp=1A (2)

L (2).*11-54.452-1.0 |- .Prop
Z tego zdania bedzic wynikac, po okresleniu arytmetycznego dodawania,
ze 1+1=2.

Przyktad rachunku formalnegSN)




Zbiory, elementy teorii mnogosci

Pojcia pierwotne: zbior, element zbioru, przyrales¢ - x nalezy do A

Przykiady zbiorow, notacja dla zbiorow liczbowyctaturalneN, catkowitez,
wymierneQ, rzeczywister, zespolone, przedziaty |. rzeczywistych [a,b], (a,

Diagramy Eulera (Venna)

Zawieranie, rowng& zbiorow

Zbior pusty i zbior petny (przestrake

Podzbiory, podzbiory wkxiwe

Zbiory rozhczne — nie zawierage wspolnych elementow
Operacje: suma, iloczyn (€ wspolna, przeegcie), r&nica, r@nica
symetryczna, dopetnienie

Zbiory (rodziny) zbioréw, zbior pegowy

Prawa rachunku zbioréw, analogia do rachunkuh zda
Nieskaiczona (indeksowana) suma i iloczyn zbiorow, pragdidrgana
Aksjomaty teorii mnoggéci, pewnik wyboru

Analogia algebry zbiorow i logiki




Takie intuicyjne rozumienie zbioru moze czasami powodowac pewne kfopoty,
Rozpatrzmy bowiem forme zdaniowg (zob. str. 21): X ¢ X. Czy s zbiory, ktére
Lspetniajg te forme zdaniowa (tzn. zbiory, ktére nie sg swoimi elementami)? Takich
" zbioréw jest oczywiscie bardzo duzo, np. A = {1,2,3}, B — zbidr uczniow danej
szkoly, C — zbiér miast w Polsce, R — zbiér liczb rzeczywistych. Zaden z tych
zbioréw nie jest swoim elementem. Zbiér A ma trzy elementy: 1, 2, 3 i zaden
zbiér nie jest elementem A, wiec A ¢ A. Podobnie mamy B ¢ B, C ¢ C, R ¢ R.
Niech teraz U oznacza zbiér wszystkich takich zbioréw, ktore spetniajg forme
zdaniowa X ¢ X. Oczywiscie do U nalezg opisane wczesniej zbiory A, B, C, R.
Mozemy postawi¢ teraz pytanie: czy zbior U jest swoim elementem (tzn. czy U e U)?
Jezeli U jest swoim elementem, to znaczy, ze spefnia forme zdaniowg X ¢ X (gdyz w
U znajduja sie wytacznie takie zbiory). Zatem: jesli U € U, to U ¢ U. Jezeli
natomiast U nie jest swoim elementem, to znaczy, ze spetnia forme zdaniowg
X g X, czyli U € U. Zatem: jesli U ¢ U, to U € U. Otrzymalismy wiec, ze zbior U
jest swoim elementem tylko wtedy, gdy nim nie jest. Sprzecznos¢ ta dowodzi, ze
zbioér U nie istnieje. lest to ciekawy rezultat: istniejg elementy, ktére speiniajg
forme zdaniowg, nie istnieje natomiast zbior wszystkich takich elementow. Ale nie
martw sie! W naszych dalszych rozwazaniach o zbiorach takie kiopoty sie nie
pojawig!

paradoks Russela (K¥




Funkcje zdaniowe, kwantyfikatory

Funkcja zdaniowa f(x): wyrazenie zawierajce zmienne, ktore staje:si
zdaniem logicznym (T lub F), §& za zmienne x podstawimy konkretne obie
Zbior argumentow (dziedzina)

Wykres funkcji zdaniowej — zbior wszystkich x, dla ktorych f(x)=T
Przyktad: Zwierz ma 4 nogi. X — jaki€zwierz, zbior argumentow - wszystki
zwierzta, wykres - te zwiekta, ktore maj 4 nogi

Kwantyfikator ogélny (duzy): (All) dla kazdego x zachodzi... UX:f(X)
Kwantyfikator szczegolny (maty): (Exists) istnieje x takiege ... [X:f(X)
Kolejnosé kwantyfikatorow duzego i matego jest istotna

(Dla kazdego studenta w tej sali istnieje osoba, ktorajgegi matl,

Istnieje osoba, ktora jest matétla kazdego studenta w tej sali )

Prawa de Morgana dla kwantyfikatorow, rachunek kwfdatorow

~(OxOA:f(X) = (XKOA: ~f(x)) (1 [
~(XOA:f(X) = (OxOA: ~f(x)) XOA M >0

(Nie ma ray bez kolcowe Kazda r@a posiada kolce)
Konwencja opuszczanie ogolnego kwantyfikatora wagfach oczywistych
(Kot ma cztery tapy> Kazdy kot ma cztery tapy)




Relacje

Niech all X, bY

Para uporzadkowanawg Kuratowskiego: (a,b)={{a},{a,b}}

lloczyn kartezjaski zbioréow X 1Y, oznaczany jako X x Y, to zbioswmystkich
par uporadkowanych (a,b)

Relacja— dowolny podzbior X x Y

Elementy lgdace w relacji oznaczamy: xRy

Dziedzina (X) i przeciwdziedzina (Y) relacji

Wykresy i diagramy relacji.

X={a,b,c}, Y={u,v}, X x Y ={(a,u),(b,u),(c,u),(@,V,(b,v),(c,v)}
R={(a,u),(b,v),(c,v)}, aRu, bRv, cRv

a » U







Cechy niektorych relacji:

Zwrotnosé (Z) — xXRx

Przeciwzwrotnosé¢ (PZ) — ~xRx

Symetrycznaé (S)— xRy implikuje yRx
Antysymetrycznos¢ (staba) (AS) — xRy | yRx implikuje x=y
Przechodnicé¢ (P) — xRy 1 yRz implikuje xRz

Relacja rownéci, rownowanosci (Z,S,P), poradku (Z, AS, P), poradku
scistego (PZ,P).

Klasy abstrakcji relacji rownowanasci: [X] — zbior y takichze yRx

Klasy abstrakcji dziglzbior na podzbiory roztzne

Przyktad: X - proste na ptaszczye, R — relacja rownolegioi, [a] — zbior
wszystkich prostych réwnolegtych do prostej a (krexk), liczby wymierne




Funkcje

[Funkcje elementarne — powtorka ze szkotgredniej samemu!]
B. wazne wzory trygonometryczne: cof+f3)=cosg)cos)-sin(a)sin(B)
sin(a+B)=sin(a)cosB)+sin(B)cos@)

Def. Niech relacja f ok&dona na iloczynie kartezjgkim X x Y spetnia warune
XU X Oy, Y, 0Y 1y, = 1 )0y, = T(X)= Yy, =Y,

Witedy f nazywamyunkcj a (odwzorowaniem, przeksztatceniem), piszemf(x)
Innymi stowy, danemu x dziedziny funkcji, X=Df, przyporadkowujemy jede
elementprzeciwdziedziny, Y (jednoznaczndc¢).

Zapis:f: X— Y -fze zbioruXdo, fprzemwadza X w Y

Przyktad: Osobom przypardkowujemy ich rok urodzenia. Jest to funkcja,
poniewa jedna osoba m® mi& tylko jeden rok urodzenia.

Zbior wartaci funkcji: VI. Oczywiscie Vf zawiera s w Y, ale nie musi mu hy
rowny.




Jeli V=Y, to f: X &Y (surjekcja)
Wykres funkcji to zbior {(x,f(x)) : x1J Df}

Jasli f(x ;) = f(x,) implikuje x=X, , to funkcja jestnjekcj a (réznowartgciowa)
Inaczej: jéli X, # X, = f(x) #f(x) ,fienkcja jest injekgj
bijekcja = surjekcja+injekcja (odwzorowanwzajemnie jednoznacznge
jeden do jeden f: X 1L.Y)
restrykcja (obckcie) — ograniczenie dziedziny do je] podzbioru
Dziatania na funkcjach: sktadanie i odwracanie,mad¢ funkcji,
funkcja stata: f(x)=c, identyczié: f(x)=id(x)=x
Funkcjeliczbowe (niekoniecznie wzor, jakikolwiek przepis, funkcjaridhleta,
dtugi rachunek komputerowy), wykres funkcji liczbew przyktady

Parzystas¢, nieparzystaé, okresowaé

Obraz i przeciwobraz, twierdzenia RR, str. 30




Funkcja odwrotna (nie myli¢ z liczbg odwrotng!)

f1(f(x)) = x flof =id,
f(f(y)=y fof™=id,

np. f (x)=x° jest odwracalna diedl] 9, ).
Funkch odwrotna jest* ¥ ¥y yd [ ), b

VX% = x lub (ﬁ)zzy

Analogicznie dla innych funkcji odwracalnych.




Odwracanie funkdji

(wykresy funkcji wyjsciowej i odwrotnej
sg symetryczne wzgledem linii y=x)

=), gix)

4

f(x):x+§; x[[1,2]

y:x+1 = X -xy+1= 0=

X 'zbiér wartgci f

1 > )
X=—ly+ -4
2(y y

Dx:%(y—\/y2—4) z

5 1.5
ale dla x=2 mamy y=
2 1.6
wigC pozostaje pierwszy przypade
1.4
_ 1 5
= (v -a)voes)

dziedzina

-1_1( /T_). o A e A
f (X)_E X+VX 4’XD[2’§] l.z21.¢1.61.5 & Z.2 2.2

Zbior wartaci funkcji wyjsciowej jest przeciwdziedzifunkcji odwrotnej!

W powyzszym przyktadzie f([1,2])=[2,3/2]=Df  (pokaz z kartka papieru)




Funkcje cyklometryczne

arcsin, arccos, arctg, arcctg- arcus sinus, itp.

Trygonometryczne— ,mierzace trojkat” (sin, cos, tg, ctg, sec, cosec
Koto trygonometryczne— przypomnienie

(np. jesli kat wynosi 14, to ile wynosi y/r?)

Cyklometryczne — ,mierzace koto”

(np. jaka jest diuga tuku, jesli x/r = 1.7 ?)

[pokaz z programu Mathematica: cyklo.nb]

Galezie, gahz podstawowa - zawezanie dziedziny tak, aby funkcja
odwracana stataginjekcja

Do funkcji arcsin i arccos nima dodé liczbe 2krt, do arctg i arcctg liczbkrt
(k-niezerowa liczba catkowita), w wyniku czego g@traijemy innegatezie




_Funkcja wyktadnicza i logarytm (kompendium)

y=a’, a>0a# IxORy>0 - wyktadnicza
X=log, y - odwrotna do wyktadniczej
log,z=Inz %% = 7 - a — podstawa logarytmu

a=b"=y=b* (b>0b%1)

c=log,a, cx= Iogoy:>leogby:> log y = Iogby, loga logy= logy
C log, a
log,z=1, log 1= O, loga= > £ 1

—_ X —_ X — X+ X _
y,=a%,y,=a%,yy,=a"" = x +x,=log, (yy,) =

= log, y, + log, y, = log, (y,,)

y,=a%y,=a%, 2 =a" = log, y, - log, ¥, = log [ﬁ)
Y, Y,

y‘=a“, zOR=xz=log,y* = log, y*=zlog Yy




4\ L‘Qa,x a>1 A Luaa)( a <1

4

-0

log.=In=log (w tym wykiadzie)

W fizyce, informatyce, inzynierii zazwyczaj wystepuje sytuacja a>1:
a=2, e, 10 (logarytm binarny, naturalny, dziesietny)
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Zbiory liczbowe

Liczby naturaineN
N={1,2,3,4,5,6,7,...}

l§

klasy zbiorow rownolicznych %
1 {0}
2 {0100}
3 {U{0{0}

Zasada indukcji (aksjoma) A U nOA = n+ 1TA  wiedy A.
Sformutowanie ogolniejsze: rozway funkci zdaniow f(n).

(f(n)=T OOnzn fQ)=>fO+D)=> 0O g f o T

(zasada indukcji matematycznej - domino)




Przyktad dowodu z pomadndukciji: nieréwnos¢ Bernoulliego
Tw.Dla X>-1,X# 0,n= 2 zachodzi (1+X)" > 1+ nx

D: Dla n=2 mamy (1+XF1+2x+¥>1+2x.
(1+x)"* 1= (1+x)"(1+x) > (1+nx)(1+X)=1+(n+1)x+nX> 1+(n+1)x

(schemat tego typu dowodow: piszemy destrore tezy, wykorzystujemy
zatazenie + zasagindukcji, przeksztatcenia, dostajemy pegstrore tezy)

Definicja indukcyjna (rekurencyjna)

Przyktad: x=x, x"*1=x x"

W ten sposob definiujemy wiasftodla wszystkich naturalnych n




Symbol Newtona

Silnia: n! = 1*2*3...*n
0!'=1, (n+1)! = (n+1)n! |
n!
Symbol Newtona: = liczba kombinacji n po k
Y (kj G inpok)

nin
Dwumian Newtona: (a+b)" = Z(k)a”_kbk

k=0
Trojk at Pascala: 1 (a+by wspotczynniki:
1 1 (a+by symbole Newtona
1 2 1 (a+by = a&+2ab+i3
1 3 3 1 (atbf=a+3ab +3al3 +b°

1 4 6 4 {a+by=...




Ciato (* wyktad algebry)

Dziatanie dwuargumentowena zbiorze X to odwzorowanie f : X x X— X
(parze przyporamkowany jest element zbioru)

Ciatem nazywamy zbior X zawieragy co najmniej 2 elementy, 0 i 1, w ktory
okreslone g dziatania + (dodawanie) i * (muenie) spetniajce warunki:

1. a+(b+c)=(a+b)+c alznad¢dodawania)

2. atb=Db+a (przemiengiododawania)

3. O+a=a (element neutralny dodawania)

4. NDallba+b=0 (element przeciwny dodawania)

5. a*(b*c)=(a*b)*c @czna¢ mnazenia)

6. a*b=Db*a (przemiené mnazenia)

7. 1l*a=a (element neutralny miamia)

8. Naz0O[h:a*b=1 (element odwrotny mienia)

9. a*(b+c)=a*b+b*c (rozdzield®@mnazenia wzgl. dodawania)




Odejmowanie— dodawanie elementu przeciwnego

Dzielenie— mnazenie przez element odwrotny

Z wiasndci ciata wynikaze nie mae by wigcej niz jeden elementéw O ora
wiecej niz jeden elementow 1

Element przeciwny oznaczamy jako —a, a odwrotng gkiub 1/a

Znak * czsto opuszczamy:a*b=ab




Ciato uporzadkowane

W ciele wprowadzamy relacje mniejszd < o nastpujacych wtasnéciach:

1.

2
3.
4

Zachodzi doktadnie jeden z warunkow: a<b, a=la b<
Relacja < jest przechodnia
a<b = a+c<b+c

a<b,0<c=®» a*c<bh*c

Ciato z powyszymi wiasnéciami nazywamyciatem uporzadkowanym

(ciato uporadkowane liczb wymiernych, rzeczywistych)




Liczby rzeczywiste

Intuicja: odlegtd¢ punktow w przestrzeni, przeaa kwadratu o boku 1 nie jes
liczba wymierm! Potrzebujemy wicej liczb — liczby niewymierne

Podzbiér A zbioru X jesbgraniczony od dotujesli Im X HaldA:a=m
Podzbior A zbioru X jesbgraniczony od goryjesli LM U X HallA:as< M
Najwicksz z liczb m nazywam¥gresem dolnymzbioru A (infimum, inf A)
Najmniejsa z liczb M nazywamykresem gornymzbioru A (supremum, sup A

Aksjomat ciggtosci dla zbioru X: kady niepusty | ograniczony od dotu podzb
A zbioru X ma kres dolny natecy do X

Tw. Niepusty i ograniczony od gory A ma kres gomy

Kres dolny mae naleec lub nie nalee¢ do A

Przykiad: przedziat otwarty i domkity zbioruR




Przekroje Dedekinda (*)

(Leja) Przekroj Dedekinda liczb wymiernych: podzibiaru na dwie klasy,
gorm i dolna

Klasa gorna (B) jest domksia, jesli zawiera kres dolny

Klasa dolna (A) jest domketia, jesli zawiera kres gorny
a) B i A ¢ domknkte — niemaliwe, bosrednia kresow, (a+b)/2, ktora jest
liczba wymierm, nie naleataby dozadnej z klas
b) Zadna z klas nie jest domkia (przekréj niewymierny)
c) Doktadnie jedna z klas jest dométai (przekrdj wymierny)

Liczba rzeczywista — przekroj Dedekinda




Tw. Zbior liczb wymiernych) nie spetniaaksjomatu cjgtosci

Rozwamy A={x [ Q:x>0, x> 2}. Ajestograniczony od dotu. Zaidy,
ze p=inf A, p0 Q. Rozwamy liczke g taky, ze (jest to swego rodzaju
,Sztuczka”)

q=p- p> -2 Mozliwe 2 przypadki (p= 2 wykluczony wczenie)):
p+2 1) p? <2, wtedy sprawdzamyge q > p, oraz 4K 2,
F=2+ 2(p*-2) czyli g ogranicza A od dotu i jest gksze od p, a

(p+2) wigc p nie jest kresem dolnym A

2) pP?>2,wtedy g<p,oraz’e 2,czyliqg U Aijest
mniejsze od p, zatem wbrew zzémiu p nie jest
kresem dolnym A

———.—L > . ?'/—.—%
P V2 ” vz p
1) 2)

Zatem w obu mozliwych przypadkach doszliSmy do sprzecznosci, wiec A nie ma
kresu w Q, co konczy dowod




Liczba jest niewymierna wtedy i tylko wtedy, gdy jezwiniccie dziesttne jest
nieskaiczone i nie zawiera powtaraaych s¢ (okresowych) cigow cyfr

rzeczywiste = wymierne + niewymierne
niewymierne = algebraiczne + przgste
algebraiczne: pierwiastki rownania (%)=0 o wspotczynnikach catkowitych

. , V2
przykiady liczb przegpnych: e, €7, sin 1, In 2,\/5

Zasada Archimedesadla kazdej liczby rzeczywistej a istnieje liczba natura
ntakaze n > a

Liczby wymierne — ,sito” z dziurami! Uszczelniamy dzy liczbami
niewymiernymi.

Miedzy dwiema ranymi dowolnie bliskimi liczbami wymiernymi kg liczba
niewymierna, a midzy dwiema ranymi dowolnie bliskimi liczbami
niewymiernymi ley liczba wymierna. Jednak liczb niewymiernych psicej!




Liczebnosc¢ zbiorow

Dla zbiorow skaczonych moc (kardynaldé) |A| zbioru A jest rowna liczbie
elementdw zbioru A. Dla zbioréw niesktronych liczba elementow jest
nieskaiczona, jednak mamy z0e nieskaczondci i mozemy je klasyfikowa.

Zbiory A'i B ;3 rownoliczne, jéli istnieje bijekcja AL, B.

Zbiory skaaczone nazywamy przeliczalnymi, a zbiory rownoliczie
nieskaiczonymi przeliczalnymi

Dla zbioréw rozacznych |ALOBFE|A |+ |B
Dla iloczynu kartezjaskiego | AX B E|A [UB
Dla zbioru po¢gowego |2| = 2A

Zbiory Z, Q sa rownoliczne zN, a wkc przeliczalne
Zbiory R i przedziat (0,1) srownoliczne

Kardynalng¢ zbioru potgowego zbioru A wynosil2

Notacja: M| =Lo ,R| =¢




/
S N N T
S T T N
3 2\ l\ 0 /l
ST N R
SRR W

Przeliczalnos¢ zbioru liczb wymiernych (GT)

Zbior, ktory mozna uszeregowac w liste (chocby nieskonczona) jest z
definicji przeliczalny

bof

Lot

« o

OUTE SO S TF N
L ]

- .h.l.lb.




Argument przekatniowy Cantora

Zbiory N i R nie s rownoliczne,§| < R|
Cantor: nie istnieje bijekcjaM na (0,1)

D: Nieskaczona lista rozwiri dziesgtnych liczb z przedziatu (0,1) ma paost
-G gy ..

b, b,b;b,...

.CoC,C,C5Cy. ..

Zatézmy, ze wypisalsmy (w przeliczalny sposob) wszystkie liczby z (0,1)
Teraz konstruujemy liczlx w nas¢pujacy sposob: ngtcyfre bierzemy z n-teg
rzedu, modyfikupc ja nastpujacy sposob: jgi rowna st 4, to zamieniamy na
jesli nie rowna st 4, to zamieniamy na 4. Przykiad:

217853...

642222... x=.4344...

.018800... x jest z konstrukcji #ae od wszystkich wypisanych liczb (co
987697... najmniej na jednym miejscu), zatem R masprzeliczalny




Rownolicznosc R i przedziatu (0,1)

¥

Pf

Istnieje bijekcja, wiec R i (0,1) sq réwnoliczne




Hipoteza continuum

Kolejne liczby kardynalne otrzymywane przez potegowanie zbiorow:

H2'E2,0,=12 F 2

Hipoteza continuum Cantora:

nie ma zbioru o kardynalosci posredniej miedzy Doi C

C=L]

Hipoteza Cantora jest niezalezna od postulatow teorii mnogosci i nie
mozna jej udowodnic ani obali¢! Mozna jgq przyjac lub odrzucic¢

Hipoteza Cantora, SM 216, Goedel (1938), Cohen (1963)




Liczby zespolone (* algebra)

Liczba zespolon z nazywamy parliczb rzeczywistych (a,b).

a — Cc2S$¢ rzeczywista, b — ¢&¢ urojona

Dodawanie: (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)

Mnozenie: (a,b) (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Ta konstrukcja spetnia aksjomaty ciata: (0,0) X% @lementy neutralne
dodawania i mnzenia

Inna, najpopularniejsza notacja: wprowadzamy(0,1) i piszemy (a,b) =aiHb.
Wowczas algelermozemy prowadzi ,normalnie”, korzystajc z faktui= — 1.

Sprzzenie: (a,b)*=(a,—b), lub (a th)* = a —ib. Inna notacja: z
Wiasnaci sprzzenia: _ _ _ _
(z)=z z+z =2X, z-z =2iy, zz=x ¥

z,+2,=2,+z,, az=az (@ R)

2.2,72, é,(ﬁji—l (2% 0)

z, ) z

N




Czes¢ rzeczywista Re(ath)=a, czs¢ urojona: Im(a+b)=b
Warto§¢ bezwzgkdna (modut): |a+ib| = (&+b?)Y2 |, z z*=|Z
Argument: Arg(atib) = arctg(b/a)

Interpretacja trygonometryczna: z = r (e@$ i Sin )

Tw. z, =1, (cos@, +ising), z,=r,(cos@, + i sin@,), to
a) 32,=1,.1,[COS @+@) +isin @+@,) ]
b) z/z=r//r,[cos @-@)+isin@-o)]

Mnozenie: obroty na ptaszczgie zespolonej
Wz6r de Moivra: (cos@+ i sin@)" = cos m+ i sin np (przez indukay)
Ponadto (cos(@ + i sin(-np)) (cos np+ i sin np) =1, wiecC
(cos@+ i sin@™ = cos(-rp) + i sin(-np)

Definiujemy exp(ip) = cos@ + i sin@ - funkcja wyktadnicza o argumencie

zespolonym, z = r exp{ - modutr, fazap — AP
Wiedy 3,2, 1, 1, exp(ip) expligy= 1, expligiy) S PLPI=€
Uzytecznd¢ liczb zespolonych (fizyka, elektronika, funkcje pe®ne)
Pierwiastki zespolone wielomianow




Interpretacja geometryczna
liczby zespolonej:

T (23 A

r — modut Ik G e
@ - argument =\
5P




Dalsze wtasnosci liczb zespolonych

12+2,Elz, |+ Iz, |
bo /(e +a,f + b, +b, ) <\aZ+b?+a +b;
Z+z,+. 7, Kl b, bt 4,

=-1, €"*=i, e"*=-,e’"* =¢? k0OZ)
o 7§ = 9 g

Yr g?/manine (k=0,1,...n -1)
Ji do/z&aiz =0,1), czylid 1= 0¥ - 1
J-1=i,-i
\/-’ |7T/6+2kn|/3 (k 012) Czy“\/' |7T/6 |5n/6 e|971/6




ﬁ:i,—i \/_ gl7rl6 I57T/6 ei37T/2

Pierwiastkowanie liczb zespolonych



