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Zestaw 1 - Analiza wielowymiarowa

Definicje:
Objeto$¢ n-wymiarowej hiperbryty:

V:/.../dml...dxn,
A

gdzie A jest obszarem “zajmowanym” przez hiperbryte. Srodek ciezkosci jednorodnej hiperbryty

ma wspotrzedne:
1
v V/ /Axl ot

Sredni promien kwadratowy definiujemy jako:

ﬁ:%/.../Adxl...dxn((xl—9‘51)24—...—1—(3:”—3_:”)2).

Wielko$é ta jest pewna wygodng miarg rozmiaru hiperbryty.

1. (zadanie trywialne) Rozwaz n-wymiarowa hiperkostke, zdefiniowang jako obszar 0 < x; <
R,7=1,...,n. Znajdz objetos¢, srodek ciezkosci i éredni promienn kwadratowy. Rob za-
danie sprytnie, zauwazajac faktoryzacje catek. Przedyskutuj skalowanie obliczonych wiel-
kosci z rozmiarem R.

2. Sympleks (standardowy) n-wymiarowy zdefiniowany jest jako obszar 0 < z;, 1 +...x, <
R. Jest to n-wymiarowe uogoélnienie trojkata rownobocznego prostokatnego. Nazwijmy R
skalg sympleksu.

(a) Pokaz, ze przekroj sympleksu n-wymiarowego dla ustalonego z; =7, 0 <r < R, jest
n — l-wymiarowym sympleksem o skali R — r. Zréb ilustracje dlan =21in = 3.

(b) Udowodnij indukecyjnie, ze objetosé sympleksu wynosi

Rn
Vo, =

nl’
Wskazowka: skorzystaj z pkt. 2a.

(¢c) W podobny sposoéb znajdz wzor na srodek ciezkosci n-wymiarowego sympleksu ...
2

(d) * ... $redni promien kwadratowy (odp.: RQ(HH)@w)



(e)

... oraz catke

1
dzy...d
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1t =1,...,n, gdzie S oznacza obszar sympleksu. Calka ta bedzie pomocna ponizej.
Wskazowka: Zauwaz, ze jak w powyzszych zadaniach, catka po dx;...dx,_; daje
objetos¢é n — l-wymiarowego sympleksu o boku R — z,. Otrzymujemy wiec catke

typu
R _ n—1
/ d:c&,
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xr = x,. Pokaz indukcyjnie, ze ta catka wynosi
Rn71/2 2"
(2n — DI

Sprawdz wzor jawnym rachunkiem dla kilku pierwszych wartosci n.

3. Hiperkula n-wymiarowa zdefiniowana jest jako obszar a2 + ...+ 22 < R%

(a)

()
(e)

Zmajdz wzor na objetos¢ hiperkuli w parzystej liczbie wymiaréw n = 2k, k=1,2,.. ..
W tym celu wprowadz wspotrzedne biegunowe dla kazdej pary wspotrzednych, w
szezegolnosel zy, = pi = @ + x4 Pokaz, ze wowczas

Vnzﬁk/.../dzl...dzk,
A

gdzie A jest obszarem zadanym przez warunki 0 < z,, 2, + ...z, = R?. Co Ci to
przypomina? Skorzystaj teraz z wyniku zad. 2b. Odp: V,, = R?**7* /k!.

Powtorz powyzszy punkt dla nieparzystej liczby wymiaréw, n =2k —1, k=1,2,....
Jedna wspotrzedng pozostaw, a dla pozostalej parzystej liczby wprowadz wspol-
rzedne biegunowe jak wyzej. Nastepnie skorzystaj z wyniku zad. 2e. Odp: V,, =
R¥*=1rk=19k /(2 — 1)I1,

Sprawdz powyzsze wzory dla n = 1,2,3. Dla jakiego n hiperkula o R = 1 ma
najwieksza objetosé¢? Znajdz granice lim,, ., V i przedyskutuj wynik.

Zmajdz stosunek objetosci hiperkuli do opisanej na niej hiperkostki. Przedyskutuj
wynik.

* W podobny sposob znajdz sredni promiert kwadratowy hiperkuli.

4. Powyzsze zadanie mozna réwniez rozwazaé przy pomocy wspotrzednych hipersferycznych:

r1 = TCOSy,

To = 7Tsin ¢y cos oo,

r3 = Tsin @, sin ¢y cos @3,
Tp_1 = Tsinggsingysings...coso, 1,
Tp1 = Tsinggsingysings...sin¢, 1,



gdzie 0 < r < R, ostatni kat (tzw. azymutalny) 0 < ¢,,_; < 27, natomiast 0 < ¢; < 7 dla
i=1,...,n— 2. (W zaleznosci od problemu, uzycie tych wspoélrzednych moze utatwic,
albo tez utrudnié¢ zycie!)

(a) Wyjasnij, dlaczego katy maja podany wyzej zakres. Napisz transformacje odwrotna,
tj. wyrazajaca r i katy poprzez wspotrzedne kartezjanskie x4, ..., z,.

(b) * Wyprowadz wzor na jakobian przejscia (zacznij od n =21in =3 ...

(¢) ... 1z jego pomoca wzor na Sredni promien kwadratowy hiperkuli (z pomoca tej
metody jest to bardzo tatwe!).

(d) Korzystajac z faktu, ze n — 1-wymiarowa hiperpowierzchnia n-wymiarowej hiperkuli
wyraza sie wzorem S, = % Vi, wyprowadz wzor na S,,. Sprawdz, ze V,, /S, = R/n.

5. Wracamy do sympleksow! Zadanie interdyscyplinarne: Zmienna losowa x € [0,00) ma
rozklad wyktadniczy p(x) = Aexp(—Az). Jaki rozktad ma zmienna X bedaca suma n
niezaleznych zmiennych o powyzszym rozktadzie? Jak mozna przyblizy¢ uzyskany rozktad
dla duzych n (zob. centralne twierdzenie graniczne).

6. Wracamy do trzech wymiaréw. Rozwaz bryle powstata w wyniku przeciecia kuli i walca.
Znajdz wzory na objetos$¢ i pole powierzchni tej bryly (w ogélnosei caltki eliptyczne).

7. Przeciecie powierzchni kuli o srodku (0,0,0) i promieniu 2a oraz walca o osi przesuniete;j
od (0,0,0) o a i promieniu a tworzy tzw. krzywa Vivianiego. Naszkicuj sytuacje. Znajdz
parametryczne réwnanie tej krzywej. Czy krzywa lezy w plaszczyznie? Odpowiedz udo-
wodnij.



