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Zestaw 0: Calki wielowymiarowe, liniowe, powierzchniowe, uktady
wspotrzednych krzywoliniowych

(zadania czasciowo na podstawie R. Rudnicki, “Wyktady z analizy matematycznej”, oraz W.
Krysicki, L. Wlodarski, “Analiza Matematyczna w zadaniach, cz. 2”.)

1. Oblicz caltke

/ / xydrdy
D

po obszarze D bedacym wnetrzem trojkata o wierzchotkach (—1,0), (0,1) 1 (2,0).

/] J

gdzie obszar V jest szeScianem o wierzchotkach w punktach (—1,—-1,-1), (—=1,—1,1),
(—1,1,-1), (1,—1,1), (1,1,1), (1,1, =1), (1,—1,1), (=1,1, -1).

2. Oblicz catke

3. Zmien kolejnos¢ catkowania w catce

/02dx/xzxdyf(:c,y).

(Wskazowka: potnij obszar catkowania na paski rownolegte do osi Oz.)

4. Zmien kolejnosé¢ catkowania w ponizszej catce i pokaz, ze mozna ja zapisa¢ w postaci catki

jednokrotne;j:
1 T
I:/ dm/ dyf(y).
0 0

5. Poprzez odpowiedni dobér wspoétrzednych krzywoliniowych zamien catki dwukrotne na
jednokrotne:

n- | Va? +y)dedy, 1 = | Ja2/a? + 2 /12)dad
1 x2+y2§R2f( x? + y?)dzdy, I i fyz?/a® + y?/b%)dxdy

6. Znajdz srodek ciezkosci é¢wiartki kuli, powstatej z kuli przez ciecie wzdtuz ptaszczyzny
rownika i ptaszczyzny rownoleznika 0°.

2/a2+4y? b2 <1

7. Korzystajac ze wspotrzednych sferycznych oblicz powierzchnie wycinka sfery miedzy po-
tudnikami 0° i 45° oraz rownoleznikami 30° i 90°.



8. Wspotrzedne toroidalne. Torus dany jest parametrycznie jako

= (a+ pcos¢)cosa,
(a + pcos @) sina,
z = psing,
¢ €10,2n], a € ]0,27], p € [0, R|

gdzie R < a. Zréb stosowny rysunek i podaj interpretacje a, R, oraz katow ¢ i a. Pokaz,
ze jakobian przeksztalcenia wynosi

’ d(z,y, 2)
A(p, ¢, )

Oblicz objetosé torusa z pomoca catek po zmiennych p, ¢, a. Oblicz w analogiczny sposob
potozenie Srodka ciezkosci potowy torusa powstalej z przeciecia wzdtuz plaszczyzny y = 0
(tj. a € 10, 7).

= p(a + pcos ).

9. Znajdz jakobiany .J;, Jo i J3, nastepnie z pomoca wzoru na pole powierzchni w dowolnych
wspohrzednych (tegoroczny wyktad) wyprowadz wzor na pole powierzchni torusa i potowy
torusa z poprzedniego zadania.

10. ZnajdZ momenty bezwtadnosci torusa wzgledem osi Oz i Ozx.

11. Celem sprawdzenia, znajdZ objetos¢ i pole powierzchni torusa z poprzednich zadan z
pomoca regut Guldina (patrz wyktad z zeszlego roku).

12. Oblicz catki krzywoliniowe zorientowane
(a) Iy = Joxdr + (1 + y)dy, gdzie C jest krzywa biegnaca wzdluz prostej od punktu
(0,0) do punktu (2,1).

(b) Iy = [ry?*dx + 22dy, gdzie K jest krzywa o rownaniu parametrycznym x = asint,
y = bcost, oraz t € [0, 7].

(¢) I3 = [, —ydx + xdy — 2ydz, gdzie L jest krzywa o réwnaniu parametrycznym x =
asint, y = acost, z = bt (spirala), oraz t € [0, 27].

(d) Iy = [px?dx + /zydy, gdzie P jest ¢wiartka okregu od punktu (z,y) = (0, R) do
punktu (z,y) = (R,0), tj. przebiegana przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.

(e) Is = [5(2y — xy)dx + (z — 2*y?), gdzie S jest tukiem paraboli y = 2 od punktu
(0,0) do punktu (a,a?).
13. Oblicz catki krzywoliniowe niezorientowane
(a) Ji1 = [ zyds, gdzie L jest krzywa o rownaniu z = a(cost+tsint), y = a(sint—t cost),
t € (0,27, a ds = /x(t)? + y(t)2dt jest rdzniczka dtugosci (naszkicuj krzywal).
(b) Jo = [, ds, gdzie L jest linia Srubowa x = acost, y = asint, z = Xt, t € [0, 27].
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(c) J3 = [, 2%y, gdzie A jest tukiem elipsy lezacym w pierwszej ¢wiartce uktadu wspot-
rzednych.

Z pomoca wzoru Greena oblicz catke
§ (0 +y)de = (® + )y,

gdzie K jest dodatnio zorientowanym konturem bedacym brzegiem trojkata o wierzchot-
kach (—1,0),(0,1) i (1,0).

Sprawdz, ze catka

2D 2 2
/ ridr + (y* + 2)dy
(0,0)

nie zalezy od drogi catkowania, a nastepnie ja oblicz. ZnajdZ odpowiedni potencjat.

Sprawdz, ze calka

(1,1,1)
/(00 ) (2% — byz)dx + (y°* — 5x2)dy + (2° — bry)dz

nie zalezy od drogi catkowania, a nastepnie ja oblicz.

Oblicz catke powierzchniowa niezorientowang
@+ y)as,
s
gdzie S jest polsferg 2% + y? + 22 = 1%, 2 > 0.

) -

Oblicz catke powierzchniows zorientowana
/Sa:dydz + ydxdz + zdzdy,

gdzie S jest zewnetrzng strong potsfery z2 + 3% + 22 =12 2 > 0.
Korzystajac ze wzoru Gaussa oblicz catke

/S(a: —y)dydz + (y — z)dzdz + (z — x)dxdy,
gdzie S jest zewnetrzng strona (pobocznica plus podstawa) stozka x%+y* < 22,0 < z < h.
Korzystajac ze wzoru Stokesa zamien caltke

jinyQd:B + zdy — ydz,
gdzie L jest okregiem 22 +y? = r2, z = 0, na calke po polsferze x2 + y? + 22 = r2, 2 > 0.
Korzystajac ze wzoru Stokesa oblicz prace W wykonang przez sile
F=@+zaz—y+2zy—21)

po drodze zamknietej biegnacej wokot trojkata (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) (pamietamy, ze
dW = F - dl = Fidx + Fydy + F3dz). Czy sita jest potencjalna?



