Wvyklad XVIII Mechanika kwantowa

Rozpraszania twardych kul

Rozwazamy oddziatywanie ,,twardych kul” opisywane potencjalem

V(I’)— o, <a,
- 0, r>a.

Poniewaz potencjal jest sferycznie symetryczny, funkcje falowg mozna zapisac
W postaci

P(r0.9) =Y Y CuR (N (0:0),

gdzie Y.,(6,9)to harmoniki sferyczne. Rozpraszanie nie zalezy od kata
azymutalnego ¢, wigc jedyng dopuszczalna wartoscig m jest m=0, co daje

o(r.0) =Y C,R (r)P (cos ).

poniewaz Y|, (8, 9) ~ B (cos ) , gdzie P,(cosO) jest wiclomianem Legendre’a.

Dla r>a mamy do czynienia ze swobodnym rownaniem, wigc radialna
czes¢ funkcji falowej rowna jest

R() = A Jy (k) + By (k)

gdzie k= jest wektorem falowym, j(x) i n,(x) to sferyczne funkcje

v 2mE
fi

Bessela, A i B, stale normalizacyjne. Poniewaz dla r<a potencjat jest
nieskonczony, wiec R, (r) =0. Nakladajac warunek ciagloéci na funkcje falowa
W r = a, dostajemy rownanie na state A, i B,

Aji(ka)+Bn(ka)=0.

Rozwazamy teraz rozwigzanie granice duzych odleglosci kr>>I1(1+1),
kiedy funkcje Bessela mozna przyblizy¢ jako

Ji(kr) = %sin(kr—%) , n(kr) = —%cos[kr—%) .

Radialna funkcja falowa przyjmuje postac

R, (r) :%sin(kr—%}%co{kr—%) (*)
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Radialna funkcja falowa wyrazona przez przesunigcie fazowe o, rowna jest
R (r) = &sin(kr—ﬂJr&,),
kr 2
Korzystajac z tozsamosci sin(a + f) =sinacos S+ cosasin 4, dostajemy
R,(r):&cosd sin kr—ﬂj+&sina‘, Ccos kr—d . (**)
kr 2) kr 2

Zadajac rownosci funkcji falowej w postaci (*) i postaci (**) dostajemy
roOwnania

= 196, =——.

A =C, cos B
B, =-C, sing, A

i\ (ka)
n(ka)’

Uwzgledniajagc  warunek cigglosci w r=a mowigcy, ze B, =-A

ostatecznie dostajemy

tgs, = Ji (ka)
n, (k&)

Granica niskoenergetyczna

Rozklad na fale parcjalne jest szczegolnie uzyteczny, gdy energia niesiona
przez rozpraszang czgstke jest na tyle mata, ze ka<<l. Woéwczas mozemy
zastosowac przyblizenie

X' )~ (2l |—+11)!! |
2r+pn X

Ji(X) = x<<1,

gdzie (21+1)N=1-3-5-...-(21 +1). Tak zatem

~ (ka)2I+l
ENEEENE

tgo, =

Widzimy, ze tg 4, jest malg liczbg, wigc t9d, = o,, co daje

o (ka)2I+1
L@-pnl+pn

Poniewaz ka<<1, kolejne przesunigcia fazowe szybko ubywaja. Pierwsze trzy
znajdujemy jako

3 5
5=k o--CA 5 _ k)

3 2 45
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Skoro kolejne przesunigcia fazowe szybko ubywaja, uzyskujemy dobre
przyblizenie przekroju czynnego, uwzgledniajac zaledwie pierwsze fale
parcjalne.

Pierwsza fala parcjalna (I = 0)

Najgrubsze przyblizenie polega na wzieciu pod uwage tylko pierwszego
wyrazu rozwinigcia. Wowczas amplituda rozpraszania réwna jest
1 . 0,
f(0) = —(exp(i26,)-1)R,(cosf) = 2 = —a
2ik K
Skorzystano tutaj z przyblizenia e@(i26,)~1+2i5, i uwzgledniono, ze
P,(cosd) =1. A wiec rozniczkowy przekrdj czynny wynosi
do 2
—=|f(0) =a°
Oty =2,

za$ calkowity przekrdj czynny to
o=4m’.

Otrzymane wyniki maja dwie ciekawe cechy: rézniczkowy przekrdj czynny nie
zalezy od kata rozpraszania, czyli jest izotropowy; calkowity za§ przekroj
czynny jest cztery razy wigkszy od przekroju czynnego na zderzenie

klasycznych kul o $rednicy a, ktory wynosi Oy,s =77a . Widzimy tez, ze nie
jest spelniona teza twierdzenia optycznego (amplituda jest czysto rzeczywista),
co jest spowodowane przyblizonym charakterem uzyskanych wynikow.

Pierwsza i druga fala parcjalna (I =0, 1 = 1)

Amplituda rozpraszania rOwna jest
1 : 3 .
f(6)= ﬁ(exp (i25,)-1)P,(cos &) + ﬁ(exp (i25,)-1)P(cos ) .
| |
Uproszczenie tego wyrazenia jest nieco skomplikowane. Poniewaz &, jest rzedu
(5,)°, wiec uwzgledniajac &, nalezy uwzgledni¢ wkiady od ¢, az do trzeciej
potegi §,. A zatem przyblizamy

exp(i25,) -1~ 2i5, - 257 —giag, exp(i25,) 1~ 2i5,.

Pamietajac, ze P,(cosd) =1 i P,(cosd)=cosO oraz podstawiajac o, =—Ka
i 5, =—(ka)®/3, amplituda rowna jest



Wvyklad XVIII cd. Mechanika kwantowa

f(0) =-a+ika’ +§k2a3— k’a’cos@

Rézniczkowy przekroj czynny wynosi

2
do =|f (6’)\2 :(—a+zk2a3— k*a® cos 6?) +k?a’,
dQ 3

Poniewaz wyprowadzajac wzor na amplitude pomingliSmy wyrazy o potedze
wyzsze] niz a°, a wiodacy wktad do amplitudy jest liniowy w a, wigc tylko
wktady do przekroju czynnego o potedze a nie wigkszej niz 4 sa wiarygodne.
Tak zatem dostajemy

=a’ —%kza4 +2k?*a*cos 9.
Widzimy, ze po uwzglednieniu fali z 1=1 rdzniczkowy przekrdj czynny ma

zgodnie z oczekiwaniami maksimum dla zerowego kata rozpraszania 6=0
I minimum dla 9=r.

Rozwazmy teraz catkowity przekrd) czynny. Poniewaz wkiad do
rézniczkowego przekroju czynnego zalezny od kata (ostatni wyraz) znika, gdy
wykonamy catkowanie po pelnym kacie brylowym, znajdujemy

o :47za2(1—£k2a2j _
3
Calkowity przekrdj czynny mozemy tez wyznaczy¢ ze wzoru

azi—’fZ(znl)sinZ&I ,
1=0

uwzgledniajac pierwsze dwie fale parcjalne, co daje

a:i—fsin2 3, +1:—27Tsin2 5,

Przyblizajac sing, ~5,, zauwazamy, ze wklad do catkowitego przekroju
czynnego od &, jest rzedu (ka)®. Jesli tak jak poprzednio ograniczymy si¢
wktadami rzedu (ka)*, mozemy wigc wktad od &, poming¢. Przyblizywszy

sin &, z50—%5§ |

znajdujemy
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Arr 1.Y 4r ., 4r 1

Calkowity przekrdj czynny mozemy tez znalez¢ korzystajac z twierdzenia
optycznego, ktoére mowi, ze a=47ﬂ3f (0=0). Poniewaz 3f(#)=ka’, mamy
o=4m’, czyli calkowity przekrdj czynny w przyblizeniu pierwszej fali
parcjalnej. Chcac znalez¢ dokladniejsze wyrazenie na o, policzmy amplitude

rozpraszania, uwzgledniajac tylko pierwsza fale parcjalng, lecz az do rzedu
(5,)*. Przyblizamy wiec

exp(i26,) -1~ 2i8, — 252 —gmg +§5§,

co daje amplitude
2 3 4
f0)=24i% 2% L% L ia? s 2K2a_Likiat
Kk 'k 3k 3k 3 0 3

Poniewaz
3 (0) = ka? —%k3a4 |

twierdzenie optyczne dostarcza

_ar

f (0:0)=4na2(1—1k2a2j,
K 3

(o}

czyli ten sam wynik, ktory znalezlismy poprzednio.



