Wyklad XII Mechanika kwantowa

Rachunek zaburzen

Rachunek zaburzen jest podstawowa metoda znajdowania przyblizonych
rozwigzan roznego rodzaju réwnan wystepujacych w fizyce. Tutaj zastanie
przedstawiony rachunek zaburzen w zastosowaniu do réwnania Schrodingera
bez czasu. Ograniczymy si¢ przy tym do tzw. najnizszego rzedu rachunku.
Zaczniemy od rachunku zaburzen dla stanéw niezdegenerowanych.

Rachunek zaburzen dla stanéw niezdegenerowanych

Poszukujemy rozwigzania rGwnania

ﬁ¢:E¢

tzn. szukamy funkcji wtasnych @ i wartosci wtasnych E hamiltonianu H .

Metoda zaburzen zaktada, ze znamy Sciste rozwiazania rownania o zblizonym
hamiltonianie tzn.

H @0 = E0)Po) -

A

Hamiltonian H , poszukiwane funkcje wlasne @ i wartosci E wtasne
przestawiamy w postaci

A

H=Hg,+H,, P=Po) + P> E=E, +E,

i zakladamy, ze H,, jest duzo mniejsze niz H,, @, jest duzo mniejsze niz

)

A

@, oraz E, jest duzo mniejsze od E, tzn. ‘FI ‘<< H

M ) q’(l)‘ << ‘q’w)‘ oraz

|Ey|<<|E|. Wielkosci H,, @, Eq nazywamy niezaburzonymi, za§ H,,,

@, , E,, zaburzeniami lub poprawkami do wielkoS$ci niezaburzonych.
Roéwnanie, ktore chcemy rozwiazac, przyjmuje postac
(H(O) + H(l) Xw(()) + ¢(1)): (E(O) + E(l) )(¢(0) + ¢(1) ),
wige

H @)+ H 0oy + Hy @) + H Py = E)P0) + E0)Poy + EyPo) + Ey Py -

' Poniewaz H, i H nalezy doprecyzowa¢. W rozwazanym

O

) S& operatorami, wigc sens relacji ‘ H

m‘ << ‘Hw)‘

przypadku mozna zazada¢, aby ‘(Q H m(p)‘ << ‘((p, H (())(p)‘ dla dowolnych funkcji @.
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Poniewaz zachodzi H o, @, = E @, .Wigc cziony H @, , E P Wzajemnie sig

kasuja, za$ cztony H 9,1 E,@, sa ,.kwadratowo” male i mozemy je pominagé.
Mamy zatem

H @)+ H 1,00, = E,@oy + E0)Pr0)

Funkcje tworzace lewa i prawa strong rownania mnozymy teraz skalarnie przez
funkcj¢ @, 1 dostajemy

((”(0) v H @0y + H 9o, ): (¢(o> »E0Pa) + EPro) )
Pamigtajac, ze iloczyn skalarny jest linowy w drugim argumencie mamy

(P00 [+ (@0 His P )= @00y B P )+ (010, B 900,
Prawa strong rdwnania zapisujemy jako

(@0 E0@0 )+ (000 E @0 )= i) (@10)s @) )+ Ey (@10 @)

Poniewaz operator H ) jest hermitowski, wigc

(¢(0) ) 1:1(0)(0(1) ): (I:I(O)(D(O) » @y ): (E(O)(D(O) s @) ) = E(O) (¢(0) » Py )

Uwzgledniajac jeszcze, ze funkcje falowe sa unormowane, czyli (¢(o),¢(o))=1,
otrzymujemy

E, (¢<0> » Py )+ (¢<0> H 0 %o ): E, (¢<0> > Py )"' Egy,

co ostatecznie daje poprawke do energii niezaburzonej

Ey = ((p«)) H <1>(p<0>)

Wyznaczymy teraz poprawke ¢, do niezaburzonej funkcji falowej @, .
W tym celu roztlozymy ¢, w ortonormalnej bazie tworzonej przez funkcje
wlasne niezaburzonego hamiltonianu I:I(O), ktére oznaczymy jako {u,,u,,u,,...}.
Funkcja ¢, , jako funkcja wlasna H ) » tez nalezy do tego zbioru. Przyjmujemy,

ze Qo =u,. A zatem %):k;akuk’ a, sa wspotczynnikami liczbowymi.
k#n

W sumie po k wykluczyliSmy n-ty wyraz, gdyz jest nim funkcja @, =u,.

Wyznaczenie funkcji ¢, polega na znalezieniu wspétczynnikéw aq, .
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Punktem wyjs$cia jest uprzednio wyprowadzone réwnanie

H @)+ H 1,00, = E,@oy + E0)Pr0)

ktore teraz zapiszemy w postaci

ZakH(o)uk +Hu, =E, Zakuk +Eu,

k.k#n k.k#n

Funkcje tworzace lewa 1 prawa stron¢ rownania mnozymy skalarnie przez
funkcje u; przy czym j#n.Dostajemy wtedy

u, ZakH(o)uk +Hqu, = u;, Eq Zakuk +Eu, |.
k. k#n k.,k#n
Korzystajac z liniowosci iloczynu skalarnego w drugim argumencie mamy

zak(uj’H(O)”k)+(”j’H(1)” ) E, Zak(”,’”k)+E(1)( )

k.,k#n k.,k#n
Uwzgledniamy teraz fakt, ze funkcje {u,,u,,u,,...} sa funkcjami whasnymi
hamiltonianu ﬁ(o) tzn. ﬁ(o)uk = E,u, znajdujemy
zakEk(uj’u ) (” H(l)” ) E, Zak(u Mk)+E(1)( )
k.,k#n k.,k#n

Pamigtajac o ortonormalno$ci bazy {u,,u,.u,,...}, czyli whasnosci (ui,uj)=5ij,
otrzymujemy

ZakEké‘jk +(u H,u, ) E,, Zak§’k

k. k#n k.,k#n
ajEj+( H(l)u) E(O)aj,

co, po uwzglednieniu, ze E, = E, daje ostateczny wzor na wspétczynniki

_ (uj’H(l)un)

J
E -E,

Poprawiona funkcja falowa przyjmuje wigc postac

(”k ’ I:Ia)’/‘n)
¢:¢(0)+¢(1):un+z u
k. k#n En - Ek

k
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Zaburzenia stanu podstawowego atomu wodoru

Stan podstawowy atomu wodoru jest niezdegenerowany, wigc mozemy
zastosowac przedstawiony formalizm do obliczenia zaburzen tego stanu.

Efekt skonczonych rozmiarow jadra

Poniewaz proton nie jest obiektem punktowym potencjal oddziatywania
migdzy elektronem a protonem nie jest doktadnie coulombowski na
odlegtosciach rzedu promienia protonu R=10""cm. Jesli proton potraktujemy
jako jednorodnie natadowana kul¢ o promieniu R, energia potencjalna
oddziatywania réwna jest

3 r’

————, r<R
_2J2R 2R

V(r)=
-, r=R
r

Poniewaz hamiltonian problemu, ktéry chcemy rozwiaza¢ réwny jest

H =2i+V(r), za$ hamiltonian problemu, ktéry rozwigzany jest $ci§le wynosi
m
4 2 2
A, =L ¢ wiec hamiltonian zaburzajacy réwny jest . =H —H,, =V(r)+*—
0) 2m y ” Q .]q y Y.] (€))] (0) r
2
~ i - 3 —l, r<R
H(l) =—€ 2R 2R r
0, r=R

Funkcja falowa stanu podstawowego réwna jest ¢,,,(F) = ;e “ Wige

poprawka do energii tego stanu wynosi

~ . 4 el 31
E(l) = (¢(0),H(1)¢(0))=Id3r¢100(r)H(1)¢100(r) =—a—3'|‘drr26 : B(_____)
B 0

Poniewaz R <<a,, wiec mozemy przyblizy¢ ¢*"'* =1 i dostajemy

2 R 2 2p2
oo 4 drr2(3 r +1]:2eR.

- ag 0 2R 2R’ r 56113g
2 4 2
Pamigtajac, ze a, = oraz E, =— ¢ __ ¢ mamy
’ " m,e? © 2n 2a,
4R®
E=E +E =E_,|1-
(0) ) <0>( 5 aé ]
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Efekt Zeemana'

Efekt Zeemana polega na przesuwaniu si¢ poziomow atomu w obecnosci
zewnetrznego pola magnetycznego. Przyjmijmy, ze pole to jest jednorodne
w catej przestrzeni. Klasyczna energia oddzialywania ukladu o momencie
magnetycznym Z z polem magnetycznym B réwna jest —ji-B, moment za$

magnetyczny elektronu —e, masie m, i momencie pedu L wynosi ji=- L.

2m,c

Jesli jako uktad niezaburzony traktujemy atom wodoru w nieobecnosci pola,

A

hamiltonian zaburzajacy réwny jest H, =2LE~L. Przyjmujac, ze pole jest
m,c

e

skierowane wzdtuz osi z, tzn. B = (0,0, B), mamy

R B .
s

n= z*
“ 2mc

Poniewaz moment pedu w stanie podstawowym jest zerowy 1 co za tym idzie

(¢100,LZ§0100)=0, pole magnetyczne nie powoduje przesuni¢cia poziomu
podstawowego atomu wodoru.

Efekt Starka’

Efekt Starka polega na przesuwaniu si¢ pozioméw atomu w obecnoSci
zewnetrznego pola elektrycznego E. Przyjmijmy, ze pole to jest jednorodne
w calej przestrzeni skierowane wzdluz osi z, tzn. E=(0,0,E). Wdwczas
klasyczna energia oddzialywania tadunku —e z polem wynosi eEz. Jesli jako
uktad niezaburzony traktujemy atom wodoru w nieobecnos$ci pola, hamiltonian
zaburzajacy roOwny jest

H, =eEz.

Obliczamy
E(1) = (¢(O)’I:I(1)¢(O)): _[dzr(o;oo(?)l:]a)(oloo(?) = eEIdzﬂCOS9!drr3¢:00(r)¢100(r),
0

gdzie uwzgledniono, ze z=rcoséd. Poniewaz j. d*Qcosf=0, wiec pole

elektryczne nie powoduje przesunigcia poziomu podstawowego atomu wodoru.

! Pieter Zeeman (1865 — 1943)
% Johannes Stark (1874 — 1957)



