Wykiad I11 Algebra

Przestrzen wektorowa

Definicja: Zbiér V (wektoréw) nazywa si¢ przestrzenia wektorowa (liniowa) V
nad ciatem K jesli:

1) Vjest grupa abelowa ze wzgledu na dodawanie (wektoréw):
Vx,yeV dzeV x+y=1z,

Vx,y,zeV (x+y)+z=x+(y+z) (facznosc),
VxeV 30eV x+0=0+x=x (element neutralny),
VxeV Ix'e V x+x'=0 (element odwrotny)
Vx,yeV x+y=y+x (przemiennosc);

2) okreslone jest odwzorowanie f:K XV — V,zwane mnozeniem wektora
przez liczbg, spetniajace warunki:
VxeV Vae K3dyeV, f(d,x) =ox=y,
Vxlx=x (le K),
Vx,yeVVae K a(x+y)=ax+ay,
VxeV Va,fe K (o+p)x =ox+Px,
VxeV Va,fe K (ou(Bx)=(af)x.

V nad R - przestrzen rzeczywista, V nad C - przestrzen zespolona

Przyktady przestrzeni wektorowych
1) K" - zbi6r ciagéw n-elementowych, a =[q,,a,,... a,]
dodawanie: a =[a,,qa,,...a,l, b=[b,,b,,...b,],
a+b=la,+b,a, +b,...a,+b,];

mnozenie: oa =[0a,,0a,,...0a,].

2) Zbiér wielomian6w n-tego stopnia, a = a, +a,x+a,x* +... +a,x"
dodawanie: a=a, +a,x+a,x* +...+a,x", b=by +bx+b,x* +...+b,x",
a+b=ay+by+(a, +b)x+(ay, +b,)x* +...+(a, +b,)x",

mnozenie: oa = o, + 0a,x + 0a, x> +... +oa, x" .
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3) Zbiér macierzy nxm, n,me Z

a4y Ay
Ay dp ™ i=12,...,n
a= , a; € K, s
' j=L2,....m
anl anZ anm
app Gy .. 4y by, by by
. Ay Gy ... Gy by, by, ... b,
dodawanie: a = ", b= ",
anl an2 cee anm bnl bn2 bnm
ay+by  ap+by, ... aptby,
a+b= ,
a,+b, a,+b, ... a,, +b,,
. . oa ola ... Oa
mnozenie: oa=| > 22 2m
Oa, Oa, .. 0a,,

Wilasnosci przestrzeni wektorowych

Twierdzenie 1: acx =0 a=0vx=0 .

Dowdd: & 1) a0=a(0+0)=a0+a0=0a0=0,
< 2) 0x=0+0)x=0x+0x=0x=0,

= a#0, o'jox=0 = lxr=a'0 = x=0.

Twierdzenie 2: o(—x) = (—0)x = —0ix .

Dowdd: ox + a(—x) = ou(x — x) = a0 = 0 = o(—x) = —0x ,
(Fa)x+ox=(—o+a)x=0x=0=0= (—0)x =—0lx .
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Definicja: W <V jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V nad K, jesli W
jest przestrzenia wektorowa nad K.

Przyktad: K" c K", m<n.

Definicja: Wektor x jest kombinacja liniowa wektoréw x, xa, ..., x,, jesli
X=04x; +0,X, +...+ 0, X, .

Definicja: Wektory x;, x,, ..., x, sa liniowo niezalezne, jesli jedynym
rozwigzaniem réwnania o, x; +0,x, +...+ o, x, =0 jest zbior o, =, =...=, =0.

n

Twierdzenie: Wektory xy, x,, ..., X, sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
co najmniej jeden z nich mozna wyrazi¢ jako kombinacjg liniowa pozostatych.

Dowdd: = rozwiazaniem réwnania o ;x; + 0, x, +... + o, x, = 0 jest zbior

o, #0, i=12,...m, 2<m<n.Wtedy x :—i(a2x2+...+ocmxm).
|

<  x=P,x,+...+B,x, = rdéwnania

o, X, + 0,x, +... + 0 ,x, =0 przybiera posta¢
(o, +o,By)x, +...+ (o, +0,B,)x, =0

1 jego rozwiazaniem jest o, =—o,B,,... o, =—0,f,.

Definicja: Zbiér wektoréw xi, x,, ..., X, jest baza przestrzeni V, jesli

) xeV, i=12,...,n,
2) wektory xy, X, ..., X, sa liniowo niezalezne,
3) VxeV3do,o,,...0,€ K x=0,x+0,x, +...+0,x, (Zupetnosc).

o,,0,,...a, - sktadowe wektora x w bazie xi, x, ..., X,

Maksymalny zbiér wektoréw liniowo niezaleznych - zbi6r ktérego nie mozna
juz powigkszy¢.

Baza - maksymalny zbiér wektoréw liniowo niezaleznych.
Kazda baza tej samej przestrzeni ma rowna liczbg wektoréw.

Jesli liczba wektoréw bazy danej przestrzeni jest skonczona, to jest ona
wymiarem tej przestrzeni.

Dalej zajmujemy si¢ wylacznie przestrzeniami skonczono-wymiarowymi.
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Twierdzenie: Kazdy zbior wektoréw liniowo niezaleznych mniejszy niz
wymiar przestrzeni mozna rozszerzy¢ do bazy.

Twierdzenie: Przedstawienie wektora w danej bazie jest jednoznaczne.

Dowdd: Niech x=ax; +o,x, +...4+0a,x, 1 x=B,;x;, +B,x, +...+B,x,,
x—x=(a; —B)x; +(a, —B,)x, +...+ (o, =B, )x, =0. Z niezaleznosci liniowe]
wektoréw bazy wynika, ze (o, -B,) =0, (o, —B,)=0,...(a, —B,)=0.

Izomorfizm przestrzeni wektorowych

Definicja: Przeksztalcenie f:V —»U , gdzie V, U sa przestrzeniami
wektorowymi nad tym samym cialem K jest izomorfizmem, jesli
1) fjest bijekcja (odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne),

2) Vx,y fx+y)=f0)+ (),
3) VxeV Voe K f(ow)=af(x).

Whiosek: 7(0)=0.
Dowdd: f(x)= f(x+0)= f(x)+ f(0).

Twierdzenie: [zomorficzny obraz zbioru wektoréw liniowo niezaleznych jest
liniowo niezalezny.

Dowdd: Jedynym rozwigzaniem rownania o, x, + o, x, +...+0,x, =0 jest zbior
a, =a, =...=a, =0. Zachodzi pytanie czy o, =a, =...=a, =0 jest jedynym
rozwiazaniem réwnania bgdacego izomorficznym obrazem tego réwnania
FOux; +0x, .40, x,) =0 f(x)+ 0, f(x,)+...+ 0, f(x,)=0 ? Zal6zmy, ze nie

oraz f(x,) = —oi(oc2 flx)+...+a,f(x,)), o #0.Wykonujac przeksztalcenie
1

o o o
odwrotne x, = f‘l(—l(oczf(xz)+...+ocnf(xn))j =2y, =y - "X,
oy oy oy oy

stwierdzamy, ze wektory xi, X, ..., X, sa liniowo zalezne.

Whiosek: [zomorficznym obrazem bazy jest baza.



Wykiad III cd. Algebra

Twierdzenie: Dowolna przestrzen wektorowa V nad ciatem K jest izomorficzny
z przestrzenia K"

Dowdd: Wektor x z V rozktadamy w dowolnej bazie xi, x,, ..., x, tak, ze
X=0,x +0,x, +... +0,x, iokreslamy odwzorowanie
(przyporzadkowanie) f:x —[a,,d,,....,0,]e K". Ze wzgledu na jednoznaczno$¢
rozktadu wektora na sktadowe w danej bazie, przyporzadkowanie jest
wzajemnie jednoznaczne. Dalej pokazujemy, ze

1) Vo, y fx+y)=fFO)+ (),

2) VxeV Voae K f(ox)=oaf(x).

Whiosek: Kazde dwie przestrzenie nad tym samym cialem i o tym samym
wymiarze sa izomorficzne.



